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Forord

Kjeere student!

Du ber ha et visst grunnlag i funksjonsleere far du begynner pa din ingenigrutdanning. Men
mange studenter stiller med et for spinkelt grunnlag. Jeg har derfor laget dette heftet der jeg
har samlet en del stoff som jeg vet at mange studenter sliter med.

Etter en kort innledning der jeg omtaler generelle definisjoner og egenskaper, ser jeg pa noen
enkle funksjoner. Jeg har lagt hovedvekt pa lineare funksjoner fordi disse brukes mye i
praksis, og fordi det er viktig a kjenne linezre funksjoner nar vi kommer til derivasjon.

Deretter gar jeg lgs pa trigonometriske funksjoner. Jeg forutsetter at du kjenner de grunn-
leggende definisjonene, for eksempel fra heftet om "forkunnskaper". Siden trigonometriske
funksjoner er sveert viktige i andre fag (elektroteknikk, fysikk osv.) blir disse funksjonene
behandlet forholdsvis grundig, bl.a. med trigonometriske likninger og ulikheter.

Kapitlet om eksponential- og logaritmefunksjonser bygger pa tilvarende kapitler i heftet om
"forkunnskaper". Jeg har lagt vekt pa a vise eksempler der eksponentialfunksjonen dukker
opp i praktiske situasjoner.

De to kapitlene om grenseverdier og kontinuitet peker fram mot derivasjon, som omtales i et
annet hefte.

Til slutt har jeg tatt med et kapitel om komplekse tall. Det kan virke litt merkelig a behandle
komplekse tall i et hefte om grunnnleggende funksjoner. Men komplekse tall ma taes en eller
annen gang tidlig i matematikkstudiet, og da er det like greit a ta det i etterkant av at sinus-
cosinus- og eksponentialfunksjonene er gjennomgatt.

Jeg haper at dette stoffet kan bidra til at du far utbytte av ditt ingenigrstudium.

Bjegrn Davidsen
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1. Generelle egenskaper ved funksjoner.

1.1. Funksjonsbegrepet.
Vi starter med & definere hva vi mener med en funksjon:

En funksjon f fra en mengde A til en mengde B er en forskrift som til hvert
element i A tilordner ett og kun ett element i B.

Legg merke til at vi ikke sier noe om hva slags elementer det er tale om. Vi kommer stort sett
til & la elementene vere reelle tall. Men i prinsippet kan elementene vaere nermest hva som
helst.

Dersom xe A og Yy € B, skriver vi ofte y = f (x) . Visier at x er den fri variable mensy er

den avhengige variable. Skal vi vere pirkete, er f navnet pa funksjonen, mens f (x) er den
verdien vi far nar vi setter inn x i funksjonsuttrykket. Det er imidlertid blitt innarbeidet praksis
at vi bruker skrivematen f (x) bade for funksjonsnavnet og funksjonsverdien, fordi

skrivematen f (x) angir at vi skal bruke symbolet x for den fri variable.

Legg ogsa merke til at definisjonen krever at til enhver verdi x i definisjonsmengden skal det
finnes ett og kun ett element y. Den matematiske sammenhengen y = +/x er saledes ikke en

funksjon fordi det fins to y-verdier for hver x-verdi (unntatt for x =0). Derimoter y = x* en
funksjon fordi det til hvert reelt tall x fins en og kun en verdi y.

Mengden A kalles ofte definisjonsmengden til funksjonen f, og vi bruker gjerne symbolet D,
for den. Dersom vi ikke sier noe annet, er det underforstatt at D, er den starste mulige

delmengden av R (mengden av reelle tall).
Mengden

V, ={yeB|y=f(x)axeD,}
kalles verdimengden til funksjonen f. Ogsa den

er vanligvis en passe delmengde av R .
Disse begrepene er illustrert til hgyre.

Eksempel 1.1.1: Vi har gitt funksjonen
f(x)=~vx+1.

Hva er starst mulig definisjonsmengde for f? Hva er verdimengden til ?

Lasning: Dersom verdimengden skal veere en delmengde av R, kan vi ikke ha negativt tall
under rottegnet. Vi ma altsa kreve at x+1>0 <> x>-1. Stgrst mulig definisjonsmengde

blir derfor D, =[-1,—). Viserat f(-1)=v-1+1= 0 =0. For alle andre x-verdier i D,

far vi starre funksjonsverdier. Altsd er V. = [0,—>> .

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Oppgave 1.1.1.

Vi kan lage sammensatte funksjoner ved a la verdimengden for en funksjon vaere delmengde
av definisjonsmengden for en annen funksjon. Situasjonen er illustrert nedenfor:

Du ma veere Klar over at f (g (x)) som regel er forskjellig fra g( f (x)) Eksemplet nedenfor
illustrerer dette.

Eksempel 1.1.2: Gitt funksjonene
f(x)=\/§, g(x)=x*+1.
Hva blir f(g(x)) og g(f(x))?

Lasning:

f(g(x))=

g(x):\/x2+1.

<__

1.2. Grafer.

Vi skal né se & funksjoner av typen y = f (x) der bade x og y er reelle tall som kan avbildes
pa hver sin tall-linje. Da kan funksjonen f illustreres slik:

\ )

vyt Det er imidlertid mye smartere a la de to tall-
linjene sta vinkelrett pa hverandre slik figuren til
venstre viser. Da far vi et kartesisk koordinat-
system. Sammenhengen mellom x og y kan da
illustreres som punkter i dette koordinatsystemet.

9 4

Dersom x er et reelt tall, danner punktene en sammenhengende linje i koordinatsystemet. |
dagligtalen kalles denne linja ofte for grafen til f. Strengt tatt er ikke dette helt korrekt, fordi:

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.
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Gitt en funksjon y = f (x). Grafen til f er mengden av tallsett
G, ={(x,y)|x»eDf A Y= f(x)}.

Men sa lenge vi begrenser oss til funksjoner av en variabel, er det helt i orden at du bruker
den velkjente terminologien der linja i koordinatsystemet omtales som graf.

1.3. Inverse funksjoner og monotoni.

Generelt kan en funksjon f veere slik at to eller
flere forskjellige x-verdier leder til samme y-verdi.
Men noen ganger er det kun en x-verdi som farer
til hver y-verdi. Slike funksjoner kalles en-en-
tydige. Det er da mulig & ga tilbake fra enhver y-
verdi i B til en og kun en x-verdi i A.

Dersom funksjonen ferslik at y = f (x) , sier vi at den funksjonen som entydig bringer oss

tilbake fra y til x er den inverse funksjonen av f. Denne inverse funksjonen skriver vi
x = f7(y). Situasjonen er illustrert ovenfor til hayre.

Eksempel 1.3.1: En funksjon f er gitt ved
y=f(x)=2x-1.

Finn den inverse funksjonen til f.

Losning: Nér y =2x -1, blir 2x=y+1 < x=+y+1+. Den inverse funksjonen er derfor
x=f7(y)=2y+1.

Dersom funksjonen f er slik at nar x gker i verdi vil ogsa y = f (x) gke i verdi, sier vi at f er

strengt monotont voksende eller bare strengt voksende. Og dersom f er slik at nar x gker i
verdivil y=f (x) minke i verdi, sier vi at f er strengt monotont avtakende eller bare strengt

avtakende. Mer formelt:

Anta at X, og x, er to verdier i definisjonsmengden til en funksjon f, og at x, > x,. Da er:
f er strengt monotont voksende < f(x,)> f(x) foralle x, og x, der x, > x,.
f er strengt monotont avtakende <  f(x,)< f(x,) foralle x, og x, der x, > x, .

Det er farst nar vi kommer til derivasjon at vi far et hensiktsmessig hjelpemiddel for a avgjere
om en funksjon er strengt voksende, strengt avtakende eller ingen av delene.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.




Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere. Side 7

Disse begrepene er viktige i mange sammenhenger. Blant annet er det bare strengt monotont
voksende eller strengt monotont avtakende funksjoner som har en invers funksjon.

Nedenfor ser du grafene til en strengt voksende funksjon, en strengt avtakende funksjon, og
en funksjon som verken er strengt voksende eller strengt avtakende. De to farste funksjonene
har invers funksjon fordi det er en og kun en y-verdi til hver x-verdi. Men den siste
funksjonen kan ikke ha noen invers funksjon fordi det er to x-verdier som gir samme y-verdi.
Funksjonen er altsa ikke en-en-tydig.

|
[ n |
I x ! " %
Strengt voksende. Strengt avtakende. Ikke en-en-tydig.

Da vi innfarte begrepet “invers funksjon”, sa vi at f * var invers funksjon til f hvis og bare
hvis y = f(x) og x=f (). N&er det selve funksjonsuttrykket som er viktig. N&r vi skriver

X = f’l(y), sa innebeerer det at y er den fri variabelen. Men det er jo vanlig a kalle den fri

variabelen x. Derfor ser vi ofte at x og y bytter plass i uttrykket for f slik at vi skriver
y = f 7 (x) istedenfor x = f~(y).

Dersom vi tegner grafene til y = f (x) og y= f‘l(x) I samme kartesiske koordinatsystem,

oppdager vi noe pafallende: Grafene er symmetriske om den rette linja y = x (d.v.s. om den

rette linja som halverer 1. og 3. kvadrant). Dette er i grunnen ganske naturlig ettersom x og y
"bytter rolle”. Som en konsekvens av dette vil ogsa definisjons- og verdimengdene "bytte
rolle” slikat V, =D _,, 09 D; =V __, . Se eksemplene nedenfor.

Eksempel 1.3.2: Bestem (om mulig) den inverse funksjonen til:

a) f(x)=2x-1nar D, =[0,—).

b) f(x)=x*+1ndr D, =[0,—>).

Tegn grafene til fog til f~ i samme koordinatsystem, og bestem V., , D.ogV..

Lasning: | figurene nedenfor til hayre er f (x) tegnet med tykk strek, og f " er tegnet med

tynn strek. Halveringslinja y = x er stiplet.
a) Vi skriver
y=2x-1 < 2x=y+1
& X=3Y+3
Sa bytter vi om x og y, og far
y=f7(x)=2x+13.

Viserat V, =[-1,—), og at

D, =V,=[-1-),V,.=D; =[0,>).

f
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Grunnleggende funksjonslere.

b) Funksjonen f(x)=x*+1 er en-en-tydig nér

D, =[0,—). Da far vi:

y=x*+1 & x=+Jy-1.

Sa bytter vi om x og y, og far
y="f7(x)=vx-1.

ViseratV, =[1,—), og at

D=V, :[1’ >' Via

Oppgave 1.3.1.

1.4. Jamne og odde funksjoner.

=D, =[0,-).

Side 8

Nar du tegner grafer til funksjoner, vil du noen ganger se at grafen “speiler seg” om en linje
eller om et punkt. Et par slike ”speilinger” er spesielt viktige:

Dersom grafen speiler seg” om funksjons-
aksen (andreaksen), sier vi at funksjonen er
jamn. Se figuren nedenfor.

AY

>

—X X “x

Formell definisjon: En funksjon f er jamn
hvis og bare hvis f (—x)= f (x) foralle x i
definisjonsmengden.

Dersom grafen ”speiler seg” om origo, sier vi
at funksjonen er odde. Se figuren nedenfor.

Formell definisjon: En funksjon f er odde
hvis og bare hvis f (—x)=—f (x) foralle x i
definisjonsmengden.

Eksempel 1.4.1: Undersgk om funksjonene nedenfor er jamne, odde eller ingen av delene:

a) y=f(x)=x*+3
b) y="f,(x)=x>-2x
c) y=f(x)=2x"+x-1

Lasning:

a) f(—x)=(-x)"+3=x>+3= f,(x) slik atf, er jamn.
b) f,(—x)=(-x) —2-(-x)=—x*+2x =—(x*—2x) = —f,(x) slik at , er odde.
c) fy(—x)=2(—x)"+(-x)—1=2x* —x—1 som verken er lik f,(x) eller —f,(x), slik at f,

er verken jamn eller odde.

Oppgave 1.4.1.
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Matematikk for ingenigrer.
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2. Noen enkle funksjoner.

2. 1. Polynomfunksjoner.
En funksjon av typen
f(x)=a, +ax+a,x’ + - +a,X"
er et polynom i x av grad n. Slike polynomfunksjoner er relativt greie a studere ved hjelp av

derivasjon, og vi skal derfor ikke se pa generelle egenskaper ved slike funksjoner enna.
Unntaket er fgrstegradspolynomer, som vil skal se pa nedenfor.

2.1.1. Lineeere funksjoner.
En spesiell polynomfunksjon forekommer sa vanlig at vi skal se nermere pa den. Det er
farstegradsgrads-polynomet:

y=f(x)=a,+ax.
Her er a, og a, konstanter. Grafen til denne funksjonen blir ei rett linje, og vi sier gjerne at
dette er en lineger funksjon eller at det er en lineaer sammenheng mellom x og y.

Koeffisientene a, og a, har spesiell betydning:
e g, erskjeringspunktet med funksjonsaksen. Dette ser du direkte fordi y = a, nar
x=0.
e g, erstigningstallet til grafen, og angir hvor mye funksjonsverdien y gker nar x gker
med 1.

Eksempel 2.1.1: Tegn grafen til disse funksjonene:
a) y=f(x)=2x-1, xeR.

b) y=f(x)=3-x, xeR.

Lasning:
a) y
Grafen til funksjonen 3
y=2x-1
er en rett linje som har stigningstall
2 og skjeerer y-aksen nar y =-1.
Grafen er tegnet til hgyre.

b
: Grafen til funksjonen
y=3-x=-1-X+3
er en rett linje som har stigningstall
-1 og skjeerer y-aksen nar y = 3.
Grafen er tegnet til hgyre.
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Oppgave 2.1.1.

| praksis har vi ofte bruk for a finne a, og a, nar vi kjenner stigningstallet til grafen og et
punkt pa grafen, eller nar vi kjenner to punkter pa grafen.

Anta at vi kjenner stigningstallet k og et punkt (xl, yl) . Siden punktet ligger pa grafen, er

Y =K% +3,.
For ethvert punkt (x, y) som ligger pa grafen, er

y=k-x+a,.
Vi kvitter oss med a, ved & trekke disse likningene fra hverandre, og far
Y—-Y :k(X—Xl).

Dette er ettpunktsformelen for en rett linje.

Legg merke til at denne formelen forer til at dersom (x, y) 0g (xl, yl) er to punkter pa
grafen, blir stigningstallet

k=L"%
X=X
Dette kan vi benytte dersom vi kjenner to punkter (X, y,) 0g (X,, y,) pa linja. Da setter vi
k = Y= %
X; =%

slik at dersom (x, y) er et vilkarlig punkt pa den rette linja gjennom disse punktene, blir
formelen for denne rette linja

y-y, =2 (x—x).
XZ_Xl

Dette er topunkts-formelen for en rett linje.

Vi summerer opp:

Dersom vi kjenner to punkter (x,, y;) 0g (X,, Y,) P& ei rett linje, er stigningstallet

k:yz_yl
Xp =%
Likningen for linja er
Yo~ Wi
Y=y, =k(x-x) xz—x1( X)

Eksempel 2.1.2: En temperaturmaler gir ut en elektrisk stram som mal for temperaturen. Du
vet at nar temperaturen er +10°C blir stremmen 5.00 mA, mens +100°C farer til en stram pa
20.0 mA. Dessuten vet du at det er lineeer sammenheng mellom temperatur og strem.

Sett opp en formel for temperaturen T uttrykt ved strammen 1.
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Grunnleggende funksjonslere. Side 11
Lasning: Tegner inn de gitte opplysningene i et T 100
koordinatsystem der strammen | avsettes langs 0
farsteaksen og temperaturen T avsettes langs 6
andreaksen. Siden det er lineser sammenheng w0
mellom T og |, har vi at: 2
T, -T, :
T-T, = |1(|_I1)' 4
2

Vi velger vilkérlig at punktet (5.00, 10) svarer til (1,, T,) mens (20.0, 100) svarer til

(1,, T,) (vi kunne godt gjort det omvendt). Da fér vi:

100-10 90

T-10= (1-5) < T-10=—(1-5)=61-30 < T=61-20
20-5 15 —

Oppgave 2.1.2.

2.2. Brgkfunksjoner.
En funksjon av typen
f ()=o)
Q(x)
der P(x) 0g Q(x) begge er polynomer i x, kalles en brgkfunksjon eller en rasjonal
funksjon.

En "ekte” brgkfunksjon har lavere grad i teller enn i nevner. Et eksempel pa en “ekte” brak-
funksjon er
2x -1

y=f(x)= .
(%) X2 +1
Dersom graden i teller er starre enn eller lik graden i nevner, kan funksjonen omformes til en

sum av et polynom og en “ekte” brekfunksjon ved hjelp av polynomdivisjon (som er
behandlet i heftet om "forkunnskaper"). Eksemplet nedenfor viser framgangsmaten.

Eksempel 2.2.1: Skriv funksjonen

x> —3x+4
:f =
| (X) 2X—2

som en sum av en polynomfunksjon og en "ekte” brgkfunksjon, og benytt resultatet til a
skissere grafen til y.

Lasning: Setter opp polynomdivisjonen:
(x2 —3x+4):(2x—2) =ix—l+52=1x-1+-1
H{xx)
—2x+4
—(-2x+2)
2
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Vi ser at
2_
F)=X 34 iy g 1
2X—2 x—-1

Nar vi skisserer grafen, benytter vi at nar x er svart

neer 1, blir x—1~0 slik at il—>ioo (fortegnet 2T

avhenger av om nevneren er positiv eller negativ).

Side 12

Vi far da en vertikal asymptote. —t

5 o1 i
Men nar x er langt fra 1, vil —1—>O slik at ~
X_

y — +x—1. Denne rette linja blir da en skra /T
asymptote. P& figuren til venstre er grafen til f |

tegnet inn sammen med asymptotene. Vi har da -4

benyttet at f (x) >%x-1 ndr x>1, og at
f(x)<ix-1ndr x<1.

Oppgave 2.2.1.

2.3. Funksjoner pa intervallform. Absoluttverdi-funksjoner.
Hittil har vi kun sett pa funksjoner som er gitt ved en funksjonsforskrift: y = f (x) Men vi

kommer ofte bort i funksjoner som er gitt ved ett funksjonsuttrykk i ett intervall, et annet
funksjonsuttrykk i et annet intervall osv. Vi sier at slike funksjoner er gitt pa intervallform,

eller at vi har en delt funksjonsforskrift.

Mer formelt er funksjonen gitt slik:
f,(x) nérxel,
Y= £ (x)= f,(X) niﬁr xel,

f,(x)nérxel,

Herer I, I,, ..., I, disjunkte mengder slikat D, =1, Ul,U---U,.

Virket dette kryptisk? Her kommer et eksempel:

Eksempel 2.3.1: Tegn grafen til en funksjon f som er gitt slik:
0 ndr x<O0

y="f(x)=42x nér 0<x<2
1 nar x>2

Lasning: Grafen blir som angitt nedenfor:
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Funksjonsgrafen er tegnet med hel strek,
mens grafene til y =2x og y =1 er stiplet.

Legg merke til hvordan hvert
funksjonsuttrykk kun gjelder i det angitte
intervallet. Legg ogsa merke til at det er
angitt en og kun en funksjonsverdi for hver
verdi av x.

Oppgave 2.3.1.

Slike intervallfunksjoner forekommer faktisk ganske ofte i praksis, slik eksemplet nedenfor
viser:

Eksempel 2.3.2: For aret 2009 var satsene for arveavgift nar et barn arvet en av foreldrene:
Av de foarste 470 000 kr: 0% avgift.
Av de neste 330 000 kr: 6% avgift.
Av det overskytende: 10% avgift.

La x vaere arvens stgrrelse og y arveavgiften. Sett opp y som funksjon av x.

Lasning: Vi lar definisjonsmengden vere D, = [O,—)).
e Dersom 0<x<470000,er y=0.
e Dersom 470000 < x <800000, er det 6% avgift av det som overstiger 470 000. Da er
y =(x—470000)-0.06 = 0.06x — 28200 .
e Dersom x>800000, ma det betales 6% avgift av 330 000 kroner (d.v.s.
330000-0.06 =19800), og deretter 10% avgift av det som overstiger 800 000. Da blir
y =19800 + (x —800000) - 0.10 =19800 + 0.10x —80000 = 0.10x — 60200..

Vi summerer opp:

0 nar 0< x< 470000
y=f (X) ={0.06x—28200 nar 470000 < x <800000
0.10x— 60200 nar X >800000

For oversiktens skyld tegner jeg opp grafen til y nedenfor.

Ay
80000t
600001
40000}
20000}
o 5.10°  110°  15-10°
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En helt spesiell intervallfunksjon er absoluttverdifunksjonen. Absoluttverdifunksjonen til x
skrives |x|, og er definert slik:

[X/=

—-X nar x<0
X nar x>0

Denne definisjonen farer til at absoluttverdien aldri kan bli negativ fordi —x blir positiv nar
x<0.

Eksempel 2.3.3: Skriv absoluttverdifunksjonen nedenfor pa intervallform, og tegn grafen:

Lagsning: Vi ma ta for oss to intervaller: Ay
Nar x-1<0 < x<l1,er T

y=—(x-1)=—x+1.
Nar x-1>0 < x>1,er y=x-1.
Dermed har vi at

—x+1 nar x<1 1
y = f (X) = ] ' ' ' : I : I + |
x-1 nar x>1 [ —— ——— 1
Grafen er tegnet til hagyre.

Oppgave 2.3.2.
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3. Trigonometriske funksjoner.

3.1. Vinkelmal.

Da vi definerte sinus, cosinus og tangens i heftet om

"forkunnskaper", malte vi vinkler i grader. Men i
R b matematikk er det ofte mer hensiktsmessig & bruke et
annet vinkelmal, nemlig radianer. Nar vi maler en
vinkel i radianer, tenker vi oss at vi slar en sirkel med
sentrum i vinkelens topp-punkt. Da er vinkelens
radiantall lik forholdet mellom lengden b av den
sirkelbuen som vinkelen avskjerer og lengden R av
radien, slik figuren til venstre viser:

V=—
R

Omregning mellom grader og radianer skjer etter formelen nedenfor:

Formelen fglger av at forholdet mellom vinkelens gradtall og 360° er lik forholdet mellom
buelengden og sirkelens omkrets:

9 _b o 9.

360 2zR 180

.l
R

3|+

Vv
o

Noen sammenhenger mellom grader og radianer for en vinkel er sa vanlige at vi bar kjenne
dem. | Oppgave 3.1.1. skal du bl.a. lage en tabell over slike sammenhenger.

3.2. De trigonometriske funksjonene.
I heftet om "forkunnskaper" definerte vi sinus, cosinus og tangens til en vinkel v slik:
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Vi nevnte ogsa at bade sinus, cosinus og tangens egentlig er funksjoner der v er den fri
variabelen mens sinus-, cosinus- og tangens-verdiene er funksjonsverdier, slik at vi bar skrive

v-en i parentes: sin(v), cos(v) og tan(v).

Na som sinus, cosinus og tangens er blitt funksjoner, kan vi ogsa tegne funksjonsgrafer.
Grafen for sinv blir y-verdiene til punktet P pa figuren over som funksjon av den frie
variabelen v, mens grafen for cosv blir x-verdiene til P. For vinkler mellom 0 og 27 (eller

0" og 360°) blir grafene for sinus og cosinus som vist nedenfor:

I en enhetssirkel kan vi godt ha negative vinkler. Vi kan ogsa ha vinkler som er stgrre enn 2.
Generelt har vi at:

sin(vtn-2z)=sinv, cos(vEn-2z)=cosv, n=123,--
Vi sier at sinus- og cosinus-funksjonene er periodiske med periode 27 . Dette medferer at du
kan tegne sinus- og cosinus-grafer for alle mulige vinkler ved & kopiere sinus- eller cosinus-
grafene ovenfor og forskyve dem en strekning n- 2z i begge retninger.
Pa grunnlag av sinus- og cosinus-verdiene kan vi na beregne tangens-verdier. Grafen til

tangens-funksjonen er vist nedenfor. Legg merke til at tangens-funksjonen ikke er definert nar
v=Z2 ogndr v=27. Dette skyldes at nevneren (cosv) i uttrykket
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2.0-

1.5+

1.0+

0.5+

tan (v)

Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere. Side 17

-0.5+4

-1.04

-2.0+

———————— -y =

T
N
N
<

Av grafen merker vi 0ss at mens sinus- og cosinus-funksjonene er periodiske med periode
2, er tangens-funksjonen periodisk med periode 7 .

Disse grafene for sinus, cosinus og tangens bgr du kjenne sa godt at du uten videre kan
skissere dem opp. Merk spesielt verdiene for skjeringene med v-aksen. For sinus- og cosinus-
grafene bar du dessuten kjenne og topp- og bunnpunkt, og for tangens-grafen bar du kjenne

de vinklene der grafen ikke er kontinuerlig.

3.3. Noen viktige sammenhenger.

3.3.1. Negative vinkler.

L\
. |
sinv :
. oS ?\
|
|
1 cos(= y
sin(—v)< !
|
|

Figuren til venstre viser en vinkel v
sammen med vinkelen —v ien
enhetssirkel. Av figuren far vi:

sin(=v) =—sinv
cos(—v) = cosv
tan(-v) = —tanv

Den siste sammenhengen far vi fordi
sin(—v)
cos(—-v)
—sinv
= =—fanv
cosv.

tan(—v) =
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_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|

3.3.2. Supplementvinkler.

Figuren til venstre viser de to
supplementvinklenevog u=7-v ien
enhetssirkel. Av figuren far vi:

|
l
sin(z )< | U=l v sv
I
|
|

v

N N
cos(z —v) cosv

Den siste ssmmenhengen far vi fordi
sin(z—v)
cos(z —v)

sinv
—CcosV

tan(z —v) =

=—tfanv

3.4. Inverse trigonometriske funksjoner.

| heftet om "forkunnskaper" definerte vi ogsa de inverse trigonometriske funksjonene, som vi
definerte slik:

Vi ma begrense definisjonsomradet til de inverse trigonometriske funksjonene for & fa en-en-
tydige funksjoner. Dette er illustrert nedenfor.

Ay : :
15 arcsin (v Til venstre ser du grafen til
Lot sin(v f (v) =arcsin(v) sammen med
1 / ! BN grafen til sinv. Vi ser at nar sinv er
i .u.o ‘ : N kjent, er v ent){dlg b:estemt lzare ?ar vi
o 2 1 T iL TN veta ligger i omrédet [-47, 7].
i /U.S Dermed har vi at:
N | T
~—"/ .10 D, =[_1'1]'
-15 V, =[-i7ix].
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Til venstre ser du grafen til
f (v) =arccos(v) sammen med

grafen til cosv. Vi ser at nar cosv er
kjent, er v entydig bestemt bare nar vi

vet at v ligger i omrédet [0, 7].
Dermed har vi at:

B | D, :[—1,1],
\ng} t 14 P T Vf 2[0,72'].
b 7
1+
LW
| 3Ttan v Til venstre ser du grafen til
I 2__ f (v) =arctan (v) sammen med
,,,,,,,, T 2 e o grafen til tanv. Vi ser at nar tanv er
. 1 : kjent, er v entydig bestemt bare nar
/) ~ig I qutan v vi vet at v ligger i omrédet
] — } N —— <—%7T,%7Z’>.
B2 i 1372 /3 V Dermed har vi at:
T D, =R,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -1 72'/
2t Vi =(-37.37)
1 i [
=3+ T

3.5. Vinkler me

d samme sinus- eller cosinus-verdi.

Selv om arcus-funksjonene kun er definert innenfor begrensede vinkelomrader, ma vi ofte ga
utenfor disse omradene. Vi skal na se hvordan vi kan finne flere forskjellige vinkler som har
samme sinus-verdi eller samme cosinus-verdi. Vi starter da med a tegne en sinus-graf, men
forlenger den i begge retninger sa langt vi har behov for. Vi far da en figur som vist nedenfor:

LN

\sinv

N\

/

|
i
2
|
|
|

ST
2
\Y

<V

TV ’ 3

27 +
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Pa figuren har vi tegnet inn en horisontal linje for en tilfeldig verdi av sinv . Videre er det
avmerket tre forskjellige vinkler som har samme sinus-verdi. Vi ser at

sinv=sin(z—-v)=sin(2zr+v).

Legg spesielt merke til den farste likheten:
sinv=sin(z —v).
Den siste likheten,
sinv=sin(2z +v),
kommer av at sinus-funksjonen er periodisk med periode 27 .

P& samme méte kan vi tegne en cosinus-graf, og forlenge den forbi omrédet [0, 2z]. Vi far da
figuren nedenfor:
A\cosv

S N A

| | i >
- Vv fov T Vorv |2 3z Vv
2 2 : 2 2
-V v : T—V 27T +V
|
14 '

Pa figuren har vi tegnet inn en horisontal linje for en tilfeldig verdi av cosv. Videre er det
avmerket 4 forskjellige vinkler som har samme cosinus-verdi:

cosv =cos(—v) =cos(27 —v)=cos(2z +V).

Vi kan faktisk sette opp disse sammenhengene uten a tegne cosinus-grafen farst. Vi vet fra for
at

cosv = cos(—v).
Videre vet vi at cosinus-funksjonen er periodisk med periode 27 . Da er ogsa
cos(—v) =cos(27 —v), cosv =cos(27 +V).

Enhetssirkelen er sveert nyttig til & oppdage
sammenhenger mellom vinkler. Av figuren til
venstre skal det vaere mulig & se at:

sin(—v) = —sinv
cos(—v) = cosv

sin(z —v) =sinv
cos(z —v)=—cosv

sin(z+Vv)=-sinv
cos(z +Vv) =—cosv
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Eksempel 3.5.1: Bruk graf og/eller enhetssirkel til a finne de vinklene v som er slik at:
sinv=-2, 0<v<2r.

Lasning:
/§ sinv Pa figuren har vi tegnet inn en sinusgraf,
1 og linja sinv=—=.
Linjene skjarer hverandre nar v = —
11 / Dette ser du fordi du vet at sin(%) =
ju -

og at sin(—v) = —sinv. Da ma

z
5
1

2

A
,2 : Men denne verdien ligger ikke i omradet
/ T2 | 0<v<2z.Vimaderfor legge til 27,
: og fér at
A v=—Z2427=4

Men du far en Igsning til. P4 grunn av symmetrien rundt v =27 ser du at denne lgsningen ma
bli

|
o
R
a

5

o

_ T _
V=m+Z=

o~

T .

En mer formell framgangsmate er  benytte at sin(z —v) =sinv. Da blir

sin(—£) =sin(z - (-%)) =sin(Zx).

Sa var det bruk av enhetssirkel. Pa figuren til venstre har
. : . - T T

vi tegnet inn stiplede linjer for sinv =3 og sinv=—.

Du vetatnar v=Z er sinv=1.

Da ser du av enhetssirkelen at de to vinklene som har

sinv=—% er

V=Z+g=1Ix

< __ 1] ___2> 0g
— oz _ 1
V=21 c =

Oppgave 3.5.1.

3.6. Enkle trigonometriske likninger.

Vi far ofte bruk for & lgse likninger som inneholder trigonometriske funksjoner. Det fins ingen
standard metoder eller formler for & lgse slike likninger. Men noen teknikker gar igjen, og vil
bli demonstrert i eksemplene nedenfor.
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Eksempel 3.6.1: Lgs disse likningene:

a) sinx ++/3c0sx =0, x [0, 2r].

b) 2sinx-sinx=1, xe[0, 2x].

c)  sin*x-sinx-cosx=0, x €0, 27].

Lasning:

a) Vimerker oss at cosx =0 ikke kan vere lgsning av likningen. For nar cosx =0, er
sinx = +1, og da er ikke likningen oppfylt. Vi kan derfor dele likningen pa cosx uten a
risikere & dele pa null, og far en likning i tan x:

sin X COS X
+/3 —0 o tanx=-+/3.
COS X COS X

Bruker vi nd kalkulator, far vi at x =—%. Men denne verdien ligger ikke i grunnmengden
som er [0, 277]. Men vi vet at tangens-funksjonen er periodisk med periode 7. Vi far
derfor at

X=—Z+7w=327

0g
—_ -5
X=—2+2r=317

er brukbare lgsninger. Lasningsmengden blir da

2, 5
(27, 57).

b) Dette er en andregradslikning i sin x. Vi far ved hjelp av formel at

2sin’x—sinx=1 < 2sin’x-sinx—1=0

(D +(-1)°-4-2.(-1) 1+1+8 143 [1
2.2 4 2

sinx =

1
2

Det er kun en x-verdi i omradet [0, 2] som gir sinx =1, og deter x =

[P

Fra Eksempel 3.5.1 vet vi at ndr sinx=—% og x [0, 27],sder x={x eller x=27.
Sammen med lgsningen x =% far vi at lgsningsmengden blir

1, 1, 1
(27:,67r,67r).

c) Ogsa dette er en andregradslikning. Men her er sin x felles faktor i begge leddene, og kan
settes utenfor parentes:

sinx—sinx-cosx=0 < sinx(sinx—cosx)=0.

Na vet vi at et produkt er lik null hvis og bare hvis minst en av faktorene er lik null. Dette
gir, nar x [0, 27]:
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sinx=0 v sinx—cosx=0

0

(x=0 v x=z) v (tanx-1=0)

0

(x=0 v x=7z) v (tanx=1)

(x=0 v x=z) v (X=%7r v X=%7z+zz=—zr)

Lesningsmengden blir altsa
(O, i, 7w, %7[)

Oppgave 3.6.1.

Du ma regne med a state pa adskillig vanskeligere trigonometriske likninger enn dette. Du
kan ogsa komme bort i ulikheter med trigonometriske funksjoner. Far vi gar lgs pa slike
problem, ma vi skaffe oss mer kunnskap om trigonometriske identiteter.

3.7. Noen trigonometriske identiteter.
Det fins en vrimmel av trigonometriske identiteter. Du vet forhapentlig allerede at:

sinv .
tanv=——, sin’v +cos?v =1
cosV

| kap. 3.3 har vi fart opp noen flere elementere identiteter. Men vi har flere, og mange av dise
bygger pa de identitetene som vi skal sette opp nedenfor:

3.7.1. Sinus, cosinus og tangens til en sum av to vinkler.
Jeg skal na fare opp to nye identiteter som danner utgangspunkt for mange andre:

sin(u+Vv) =sinu-cosv +cosu-sinv, sin(u—v)=sinu-cosv—cosu-sinv
cos(u +Vv) =cosu-cosv—sinu-sinv, cos(u—v)=cosu-cosv+sinu-sinv

Identitetene for sin(u+v) og cos(u+v) er utledet i et vedlegg.

Identitetene for sin(u—v) og cos(u—v) falger direkte ved & benytte at sin(-v) = —sinv og
cos(-v) =cosv slik:
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sin(u—v) =sin(u+(=v))=sinu-cos(-v)+cosu-sin(-v) =sinu - cosv —cosu-sinv

cos(u—v) =cos(u+(—v))=cosu-cos(—v)—sinu-sin(—v) = cosu-cosv +sinu-sinv

Dessuten har vi:

tanu +tanv

tan(u+v)=———,
1-tanu-tanv

tanu —tanv

tan(u-v)=——
1+tanu-tanv

Disse to identitetene utledes slik:

sin(U+V) sinu-cosv-+cosu-sinv L
tan(u+v) = = .

Cosu-cosv

cos(u+Vv) cosu-cosv—sinu-sinv —1

cosu-cosv

sinu sinv
LU + LU S

_ cosu T cosv tanu + tanv

- 1_ sinu-sinv

COSU-COSV M

tanu + tan(-v) tanu —tanv
tan(u—v) = = .
1-tanu-tan(-v) 1+tanu-tanv

Eksempel 3.7.1: Finn eksakte verdier for sinus, cosinus og tangens til 75°.

Lgsning: Benytter at 75° = 45° +30°, og far:
sin75° =sin(45° +30°) =sin45° - cos30° + cos45° -sin 30°

V2B 2 3= 16+ 2)

c0s75° = cos(45° +30°) = cos45° - cos30° —sin 45° - sin30°

- 124332 3= 1(6—2)

tan(75°) = tan (45" + 30°) = 24> +1an30
1-tan45" -tan30°
B 1+%\/§ .§_3+\@.3+\@_9+2-3-«@+(\/§)z
1-1.1J3 3 3-43 3443 9-(43)’

_9+6\/§+3_12+6\/§_)6/(2+\/§)_
93 6 £ 20

Eller:

cos75 /(V6-2) (V6-v2) (V6+2) o —(v2)

6+212+2 8+2J4.3 8+2.243 A(2+3) A
T2 4 a4 =

e sints F(BE) (JB4vE) (fB4vE)_(JB) 42612+ (42)
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Oppgave 3.7.1.

Ved a benytte rettvinklede trekanter har vi tidligere sett at sin (% —v) =CcosV 0g at

cos(%—v)=sinv der 0<v <17 siden vi har rettvinklede trekanter. Men ved 4 sette inn
u=2r iidentitetene for sin(u—v) og cos(u—v), far vi at:
sin(£—v)=sinZ-cosv—cosZ-sinv=1-cosv—0-sinv =cosv.

CoS(%—V)=Cc0sZ-cosV+sinZ-sinv=0-cosv+1-sinv=sinv.
Dermed har vi vist at disse identitetene gjelder generelt:

sin(£—v) =cosv cos(£—v)=sinv

tan(£-v)=—

3.7.2. Sinus, cosinus og tangens til doble vinkler.

Dersom vi setter u =v i formlene for sin(u+v), cos(u+v) og tan(u+v) far vi:
sin(2v) =sin(v+Vv) =sinv-cosv + cosv-sinv = 2sinv-cosV .

cos(2v) =cos(v + V) = cosv-cosv —sinv-sinv = cos?v —sin?v
(1=sin®v) —sin’v =1—2sin’v

cos?v —(1-cos®v) = 2cos’v —1

tanv +tanv 2tanv
tan(2v) =tan(v +v) = i

1-tanv-tanv 1-tan’v’
Dermed har vi vist disse viktige identitetene:

Oppgave 3.7.2.

Lasning: Vi benytter at
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cos(2x) =2cos*x -1,
og omformer likningen slik:

2c0s2x—1+3cosx=1 < 2(cosx)’+3cosx—2=0

_3+4/3%-4.2.(— — — 1
cosx — 3+y3-4-2.(-2) _-3x25 _ -3x5 |3
2-2 4 4 )
Lasningen cosx =—2 kan selvsagt ikke brukes. Men Igsningen cosx =+ gir de to vinklene
X=2

3.7.3. Sinus og cosinus til halve vinkler.

Nar du kjenner cosinus til en vinkel, kan du finne sinus, cosinus og tangens til den halve
vinkelen ved hjelp av disse formlene:

Vi utleder disse identitetene ved & ta utgangspunkt i identiteter for cos(2v), og setter v =24
cos(2v)=1-2sin’v < cos(2-4)=1-2sin*(4)

& 2sin’(4)=1-cosu < sin(y)== 1_(;°SU
cos(2v) =2cos’v-1 < cos(2-%)=2cm

& 2c08’(4)=1+cosu < cos(¥)=1 1+ cosu

2
an (2 sin(%) w/H"S“ 1-cosu
(E)_cos (5) e Vi+cosu
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Lasning:
B Ma farst finne cosu nar jeg vet at
tanu=2=2.
c Bruker da figuren til venstre, og velger
a  enheterslikat a=5 og b=12. Daer
u c’=a’+b®=5"+12>=25+144 =169
A 5 C < €=+/169 =13.
Da blir

b 12
cosu=—=—.

¢ 13

Na er det bare & sette inn i formlene:

. - 1z [1
sm(%)z\/l cosuz\/ o s (b1
2 2 2 26 26

. l1+cosu [1+2 (& 95 §

Oppgave 3.7.3.

3.7.4. Produkt av sinus og cosinus.

Noen ganger dukker det opp produkt av sinus- og cosinusfunksjoner der vi helst skulle hatt
summer eller differanser. Da kan vi bruke disse identitetene:

sinu - cosv =1 (sin(u —v) +sin(u+v))
cosu - cosv = (cos(u —v) +cos(u +v))

sinu-sinv = 2(cos(u —v) —cos(u +Vv))

Disse identitetene utledes slik:
sin(u—v) +sin(u+v) =(sinu-cosv —cosu -sinv) +(sinu - cosv + cosu - sinv)
=2sinu-cosv
& sinu-cosv=21(sin(u-v) +sin(u+v))

cos(u—v)+cos(u+v)=(cosu-cosv +sinu-sinv) + (cosu - cosv —sinu-sinv)
= 2C0SU - CcosV
& cosu-cosv =-1(cos(u—v)+cos(u+v))

cos(u—v)—cos(u+v)=(cosu-cosv +sinu-sinv) —(cosu-cosv —sinu-sinv)
=2sinu-sinv
< sinu-sinv =1(cos(u—v) —cos(u+v))
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3.8. Generelle sinus- og cosinusfunksjoner.

3.8.1. Noen innledende merknader.

Vi skal na se naermere pa sinus- og cosinus-funksjonene. | den forbindelse far vi mye bruk for
identitetene for sinus og cosinus til en sum og en differens av to vinkler:

sin(u+v)=sinu-cosv+ cosu -sinv
cos(u +Vv) =cosu-cosvFsinu-sinv

Det er ikke ngdvendig a behandle bade sinus- og cosinus-funksjoner. Vi kan lett ga over fra
sinus til cosinus eller omvendt ved hjelp av disse identitetene:

cosx =sin(Xx+%) sin x = cos(x — %)

Vi kan fa disse identitetene pa flere mater, for eksempel slik:
sin(x +%) =sinx-cos(%)+cosx-sinZ =sinx-0+cosx-1=cosx.

cos(X—Z)=cosx-cos(Z)+sinx-sinZ=cosx-0+sinx-1=sinx.

| dette avsnittet skal jeg stort sett omtale sinus-funksjoner. De fleste konklusjonene kan
direkte overfares til cosinus-funksjoner. Dessuten kan du ga fra cosinus- til sinus-funksjon
ved & gke vinkelen med Z slik den farste identiteten i ramma ovenfor angir.

3.8.2. Sinus-funksjonen.

| sin mest generelle form ser sinus-funksjonen slik ut:
y="f(x)=A-sin(k-x+¢).

Vi skal nd se pa betydningen av konstantene A, k og ¢ etter tur.

Amplitudefaktoren A: Vi vet at sinus-funksjonen kan ha verdier i omradet mellom -1 og +1.
Faktoren A angir derfor yttergrensene for funksjonsverdiene som funksjonen

y="f(x)=A-sin(k-x+¢)
kan ha. Det er vanlig & kreve at A er et positivt tall.

A kalles gjerne amplituden til sinus-svingningen.

Periode-faktoren k: Vi vet at funksjonen
y=f(x)=sinx

er periodisk med periode P =25 . Dette betyr at
sin(x+27) =sinx.

Pa tilsvarende mate ser vi at funksjonen
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y=f(x)=sin(k-x)
har periode P hvis og bare hvis

k-(x+P)=kx+27 < k-P=27r < P:ZT”.

Eksempel 3.8.1: Bestem perioden til funksjonen
y = f(x)=sin(zx),
og skisser grafen nr x [0, 27].

Lasning: | denne funksjonen er k = 7, slik at perioden blir

p_2Z_2% 5
k T =

Grafen blir slik:

Af(x)

1

Faseforskyvningen ¢ : Vi vet at funksjonen
y=f(x)=sin(k-x)
skjeerer x-aksen nar x =0 (se grafen i eksemplet ovenfor). P4 tilsvarende mate ma funksjonen
y=f(x)=sin(k-x+¢)
skjeere x-aksen nar
®»

k-x+9p=0 < X:_F'

Dette innebzrer at vi far grafen til funksjonen
y=f(x)=sin(k-x+¢)

ved a forskyve grafen til funksjonen
y=f(x)=sin(k-x)

i negativ retning slik at den skjaerer x-aksen nar x = —%.

Vi kaller derfor ¢ for faseforskyvningen.

Eksempel 3.8.2: Skisser grafene til disse funksjonene:
a) y=f(x)=sin(x-%).
b) y=f(x)=cos(x-%).
c) y=f(x)=sin(2x+%).
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Lasning:
a) Vi skal na forskyve sinus-grafen en strekning —% mot venstre, d.v.s. en strekning £ mot
hayre. Grafen blir da slik, der den opprinnelige sinus-grafen er tegnet med tynn strek:

1.0

0.5+

-0.5
‘4f:
b) Benytter at cosx =sin(x+%). Da blir

y=f(x)=cos(x—%)=sin(x+Z-%)=sin(x+%).

Dette innebzerer at sinus-grafen skal forskyves en strekning £ mot venstre. Vi far da
figuren nedenfor, der den opprinnelige sinus-grafen er tegnet med tynn strek:

Du ser at du ogsa kan oppfatte grafen som en cosinus-graf som er forskjgvet en strekning
% mot hgyre.

c) Dette gir en sinus-graf som skjeerer x-aksen nar

T _ _ =z
2X+?—0 P X——I.

Funksjonen har ogsa periode
_2r _ 2m __
P==%=x.

Dette gir grafen nedenfor:
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sin(2x+%)

Du kan ogsa benytte at
sin(2x + %) = cos(2x)
og slippe a regne ut faseforskyvningen.

Oppgave 3.8.1.

3.8.3. Sum av sinus- og cosinus-funksjon.

Hittil har vi holdt oss til en ren sinus- eller ren cosinus-funksjon. Men vi kommer ofte bort i
funksjoner som er en sum av en sinus- og en cosinus-funksjon. Dersom disse funksjonene har
samme periode, kan de omformes til en ren sinus- eller ren cosinus-funksjon slik at vi kan
benytte de metodene som vi har sett pa ovenfor til 4 tegne grafen. Jeg skal demonstrere
teknikken i eksemplet nedenfor.
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kan skrives pa formen
y= f(x)=Asin(x+¢),
ogfinnAog ¢.

Lgsning: Ved a bruke identiteten for sinus til en sum av to vinkler, far vi at
y = Asin(x+¢) = A(sinx-cos¢ + cosx-sin )
=(Acosg)sin x + (Asing)cosx
Men dette skal veere identisk lik
y =3sinx—4cosX.
Dette er kun mulig dersom
Acosg = -3
0g
Asinp=4.
Vi har na to likninger med A og ¢ som ukjente. Vi starter lgsningsprosessen med a dele disse
likningene pa hverandre, og far:
Asinp 4 4
=— & tangp=-——.
Acosep -3 3
Kalkulatoren gir na ut at
¢ ~—0.9273 (eller ¢ = -53.13").

Na kan det veere naturlig a finne A ved a sette denne verdien av ¢ inn i en av de to likningene
for A og ¢ . Uansett hvilken likning vi bruker, vil vi da fa at A blir negativ. Dette strir mot
vart krav om at A skal veere et positivt tall.

Dette dilemmaet lgser vi ved a benytte at tangens-funksjonen er periodisk med periode 7. Vi
gir derfor ¢ et tillegg pa 7, noe som ikke endrer tangens-verdien. Altsa bruker vi

@ ~-0.9273+ 7 ~ 2.2143 (eller ¢ ~-53.13" +180° ~126.87").
Og na finner vi en positiv verdi av A uansett hvilken av de to likningene vi bruker.

Men det fins en bedre metode for & finne A. Vi starter da med a kvadrere begge likningene far
vi legger dem sammen. Da far vi:

A?cos® @ + A’sin? g = (=3)° + 42
A?(cos? p+sin*p) =9 +16
A’=25 < A=5

Her har vi benyttet at

sin®p+cos’p=1,
og Vi har ogsa benyttet at A skal vere positiv slik at verdien A= -5 ikke kan brukes.

Vi samler tradene, og ser at
y = f(x)=-3sinx+4cosx =5sin(x+2.2143).
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I noen matematiske tabeller kan du finne denne prosedyren oppsummert i to formler:

Nar
S.sinx+C -cosx
skal omformes til formen

Asin(x+¢),

A=+S*+C?

er

mens

tan <
¢ g

Disse formlene er greie til a finne A, men du risikerer a finne en vinkel ¢ som er 180" feil.

Derfor vil jeg anbefale at du gar gjennom hele prosedyren slik som i eksemplet foran. Det gir
litt mer arbeid (men ikke mye nar du farst behersker teknikken), men du er sikker pa a finne
rett verdi av ¢ .

Neste eksempel viser hvordan vi da gar fram:

Eksempel 3.8.4: Skriv funksjonen
y = f (x)=sinx++/3cosx
pa formen
y= f(x)=Asin(x+¢),
og bruk resultatet til & tegne grafen til funksjonen.

Lgsning: Ved a bruke identiteten for sinus til en sum av to vinkler, far vi at
y = Asin(x+¢) = A(sinx-cos¢ + cosx-sinp)
=(Acosg)sin x + (Asing)cos x
Dette er identisk lik
y:sinx+«@cosx.

kun dersom
Acosp =1
0g
Asingo:\/§
som gir
Asm(pzﬁ o me=ds @@= i
Acosgp 1 - Ttm=37
Kun verdien ¢ =% gir positiv A.
A= +(\3) =\1+3=2.

Dermed blir
y= f(x)=sinx+\@cost25in(x+§),
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Grafen til denne funksjonen tegnes ved a forskyve en sinus-graf med amplitude 2 en strekning
¢ =% mot venstre. Grafen er vist nedenfor:

25in(x+%)

Oppgave 3.8.2.

De teknikkene som vi har sett pa her, kommer til nytte over alt hvor det forekommer
svingninger. Spesielt innenfor elektronikk og elektroteknikk er slike funksjoner uunnverlige.
Teknikkene anvendes ogsa ved lgsing av visse typer trigonometriske likninger og ulikheter.

3.9. Mer om trigonometriske likninger og ulikheter.

3.9.1. Trigonometriske likninger.

Vi har tidligere snust litt pa enkle trigonometriske likninger. Vi skal na se mer pa dette
temaet. Du ma bare innstille deg pa at na er det ingen standard formler eller standard
teknikker som skal benyttes. Lasning av trigonometriske likninger krever kreativitet og
fantasi (og erfaring), kombinert med kjennskap til de trigonometriske identitetene som vi har
sett pa ovenfor. Det er imidlertid noen teknikker som gar igjen, uten at man kan sette opp
enkle regler for ndr man skal bruke den ene eller den andre teknikken. Her er noen teknikker
som kan komme til anvendelse:

e Dersom likningen kan skrives pa formen
f(x)=0,
og f(x) kan faktoriseres, ma hver av faktorene veere lik null. P4 denne maten kan en
komplisert likning splittes opp i flere enklere likninger.

e Det kan ofte Ignne seg & omforme uttrykk av typen
S-sinx+C-cosx
til
Asin(x+¢).
En annen angrepsmate kan veere a kvadrere likninger som inneholder en sum av sinus-
og cosinus-funksjoner. Da far du likninger av den typen som er nevnt i neste punkt.
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Ver oppmerksom pa at kvadreringen kan fare til at du far lgsninger som ikke passer i
den opprinnelige likningen.

e Dersom likningen er homogen i sinx og cosx (d.v.s. at alle leddene inneholder sin x -
og cosx - ledd av samme grad), kan likningen omformes til en likning i tanx ved &
dele pa cosx.

e Huskat
sin®x+cos’x=1.
Dette kan brukes til & ”bytte ut” sin® x-ledd med cos” x -ledd og omvendt. Det kan
0gsa brukes til & erstatte brysomme konstanter med sin® x- og cos® x -ledd.

e Dersom likningen inneholder sin(2x), cos(2x) og/ eller tan(2x), lanner det seg
vanligvis a omforme likningen ved hjelp av trigonometriske identiteter for disse
starrelsene.

Noen ganger kan et problem angripes pa flere mater, noe eksemplene nedenfor vil illustrere.

Eksempel 3.9.1: Las de trigonometriske likningene nedenfor. Ga ut fra at x e [0, 27z>.
a) sin(2x) + 2sin®x =1.

b)  2cosx+ 2+/3cos’ x =sin(2x)

c) \/§cos(2x)+3sin(2x) =3

Lasning:
a) sin(2x) + 2sin®x =1.

Farste innskytelse er & benytte at
sin(2x) = 2sin x - cos X .

Da omformes likningen til
2sinx-cosx +2sin’x =1.

N& ma vi bruke et lite trick: Vi multipliserer 1-tallet p& hgyre side med sin® x + cos’ X..
Da blir likningen

2sin X - COS X + 2sin’ X = sin® X + c0s* X

& sin® X+ 2sinx-cosx—cos’x =0

Denne likningen er homogen i sinx og cosx. Vi ser at cosx =0 ikke kan veare lgsning
av likningen, slik at vi kan dele pa cos® x uten & risikere & dele pa null. Da far vi:

sin®x _sinx-cosx Cos’ X
> +2 " — —=
cos? x cos? x cos? x

tan®x+2tanx—-1=0

—24++/2° —4(- -2+ —2+4- 2+
g~ 22 4(-4) _ 2;@= 2_2\/4 2 _ 2_22ﬁ:_1iﬁ

0
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Disse tangens-verdiene inngar ikke i var samling av standard-verdier. Men min kalkulator
gir at

arctan(—1+ \/5) =7
0g

arctan(-1-+2) =27

Nar vi benytter at tangens-funksjonen er periodisk med periode 7, og husker at
x €[0,27), fér vi disse lzsningene:

Det gar imidlertid an & veere litt smartere. Vi husker da at
cos(2x) =1-2sin’x,
og omformer den gitte likningen slik:
sin(2x)+ 2sinx=1 < sin(2x)=1-2sin’x < sin(2x) =cos(2x).
N& deler vi p& cos(2x), og far
tan(2x)=1 < 2x=1ir.
Na ma vi huske pa at tangens-funksjonen er periodisk med periode 7 . Dessuten ma vi
huske at ndr x €[0,27) er 2x [0,4x). Vi far da disse lgsningene:

2c0s X + 2+/3cos? X =sin(2x).
Her er det naturlig & starte med & omforme sin(2x) til 2sinx-cosx:
2c0S X + 2+/3€0s% X = 25sin X - COS X

& /3c0s2X—sinX-CcosX+CcosX =0

< cosx(v/3cosx—sinx+1)=0

Her er enten
X =

[Po]s

cosx=0 <
X =

|N|w

eller
\@cosx—sinx+1:0 = sinx—\/§cosx:1.
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Den siste likningen kan lgses pa to mater. Den ene maten gar ut pa a skrive

sin X —~+/3cos X
pa formen

Asin(x+ @)= A(sinx-cosg +cosx-sing) = (Acosg)sin x + (Asinp)cos X .
Vi ma da kreve at

Acosp =1
og at

Asing =—/3.
Vi kvadrerer disse likningene og legger sammen kvadratene:

2
AZcos’p+ AZsinp=12+(—/3) < A*(cos’p+sin’p)=4
o Al=4 o A=2

Deler uttrykkene pa hverandre:

Asing /3

Mcosg 1

Av uttrykkene Acosg =1 0og Asing =—/3 ser vi at det kun er lgsningen @ =—%7 som
gir positiv A. Dermed har vi at
sinx—+/3cosx = 2sin(x—17).
Na ngster vi oss tilbake:
sinx-+3cosx=1 < 2sin(x-i7)=1 < sin(x-iz)=1.
Vi husker at

& Mn¢=—J§ = ¢={ —

V==7m

sinv=1 < {

ol o~

_
Erstatter vi v med x -3, og husker at x [0, 27, far vi:

. 3 6
Sln(X—%ﬂ)=% 1 5 5 1
X—=mwm==T << X:€7Z'+§7Z':

X—3T =47 & X=:zx+3im=
=
3 6

NS

Den andre maten gar ut p& & kvadrere likningen sin x—+/3cos x =1, og deretter benytte at
sin® x+cos” x =1. Da far vi
2
(sinx—+3cosx) =12 < sin?x—2+/3sinx-cosx+3cos? X =sin? X +Cos2 X .
Her er vi sa heldige at sin® x faller bort nar vi ordner likningen. Da stér vi igjen med
2c0s? X—24/3sinX-cosXx=0 < cosx(cosx— 3sin x) =0.
Denne likningen har enten Igsningen cos x =0 som vi allerede har funnet, eller
. X=2%<r
cosx—+/3sinx=0 < 1-43tanx=0 < tanx:%\/é = . ° ,
X= Eﬂ-+7[ =57
Men vi ma sjekke om begge disse Igsningene kan brukes i den opprinnelige likningen:
X=1r: sinx—+/3cosx =sin(27)-+3-cos(:7)=1-+3-13=-1
Irn: sin x—+/3cosx =sin(Zz)-+/3-cos(L7z)=-1-+3-(-1+/3)=1

Vi ser at det er kun lgsningen x =<7z som kan brukes.

X =
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Nar vi kombinerer de lgsningene vi har funnet, far vi denne lgsningsmengden:
1 7 8]
( 371',@72', 572') .

\/§cos(2x)+3sin(2x) =3.
Denne likningen kan lgses pa (minst) to mater. Farst skal jeg angripe problemet med a
bruke identiteter for sin(2x) og cos(2x):

V/3(cos® x —sin’ x) +3- 2sinx - cos x = 3.

Planen er & dele hele likningen med cos® x, slik at jeg far en likning i tan x . Men 3-tallet
pa hayre side forpurrer denne planen. Jeg oppfatter derfor dette 3-tallet som

Clofl— 3(cos2 X + sin’ x) —3c0s? X +3sin?X.
Likningen blir da
\/§(cos2 X —sin’ x) +3-2sinx-cosx = 3cos® X + 3sin’ x

= (3+\/§)sin2 x—6sinx-cosx+(3—\/§)coszx:0

N4 kan jeg dele pa cos® x, og far andregradslikningen
(3+\/§)tan2x—6tanx+(3—\/§):0.

Lgser med formel:

6260~ 4(3+V3)(3-v3) 6+36-4(9-3) 64vi2 6:243

tanx = 2(3+\/§) - 2(3+\/§) =2(3+\/§)_2(3+\/§)
1
:ﬂ= 3_\/§-(3—\@)_9_6\/§+3_12—6x/§_2_\/§
03+8) 5B (o) 9 T 5 E
Vi vet at
{X—%ﬁ
tanx=1 < 1 5
X:77Z'+7Z'=Z_

Ved hjelp av kalkulator far vi at
arctan(Z—\@) =27,

Da har vi ogsa lgsningen
_ 1 _ 13
X —E7Z'+7Z' =57,

Alt i alt blir lasningsmengden
z 5 x 13
— T,y T
4 4 12 12

Jeg kan ogsa angripe problemet ved a skrive
3 cos(2x) + 3sin(2x)
pa formen
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Asin(2x+ @) = A(sin(2x)cos ¢ + cos(2x)sin )
=(Acosp)-sin(2x)+(Asing)-cos(2x)

Da ma vi ha
Acosgp =3

0g

Asingo:\/§.
Kvadrerer likningene, og summerer kvadratene:

A2cos? g+ Alsin’p =32 +43° o A2(0082¢)+Sin2¢)):9+3

o A1=12 o A=V12=143=23
Deler likningene pa hverandre, og far
Asin 1 =iz
SI(DZE - tangoz—\/§ - 1(0 6 :

Acosp 3 3 Qp=snm+T =57
Det er kun lgsningen ¢ =+ som gir positiv verdi for A. Vi har altsa funnet at

J3cos(2x) +3sin(2x) = 2¢/3sin(2x +£7) =3

: . 3 V3 1
= sm(2x+g7r)——— 3
23 3 2
Vi vet at
1
iz
. 3
arcsin(1+/3) = T,
ﬂ—gﬂ'zgﬂ'
Da blir
T S WX=im—fm=n S Xziﬂ
X+ = ir & 2x=ir-ir=3rz=ir < X—i
3 3 67 "6 T =37
Men siden x €[0,27), m [0,47) . Da kan vi 0gsé ha at
%ﬂ+27r—%7r & 2xX=im- %7[——7[ & x=1
2X+3 7=, 8 8 1 15 15 5
SAH2T =3 & 2X=qT—5T =37 & X=pr=37T

Dette gir den samme lgsningsmengden som far:

7T 5 =& 13
— Ty T
4 4 12 12

Oppgave 3.9.1.

3.9.2. Trigonometriske ulikheter.

Du kjenner sikkert teknikken med a lgse vanlige ulikheter: Ordne ulikheten slik at du har null
pa hayre side, faktorisere venstre side, og sette opp fortegnslinjer for hver faktor. | intervaller
der du har odde antall negative faktorer, blir produktet eller brgken negativ. | intervaller der
du har jamt antall negative faktorer blir produktet eller brgken positiv.
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Du kan bruke denne teknikken for trigonometriske ulikheter ogsa. Men det viser seg ofte at
metoden blir komplisert. Jeg vil derfor anbefale en annen metode:

1. Las farst den tilhgrende likningen (d.v.s. at du erstatter ulikhetstegnet med
likhetstegn), og merker av alle nullpunktene pa en tall-linje.

2. Bestem verdien av ulikheten i ett tilfeldig valgt punkt mellom to nabo-nullpunkter. Da
vil ulikheten ha samme verdi i hele intervallet mellom disse nullpunktene. Gjenta for
alle intervallene i hele ulikhetens grunnmengde.

Jeg vil anbefale at du kontrollerer resultatet grafisk.

Jeg vil illustrere teknikken i eksemplene nedenfor.

Eksempel 3.9.2: Lgs ulikhetene nedenfor, der x € [0, 27:) I alle eksemplene.
a) sin X > cos X

b) 205 X + 2+/3 ¢0s? X > sin (2x) (se Eksempel 5.1b ovenfor).
Lasning:
a) sin X > COSX.
Starter med a lgse likningen
: _1
. sinx  CoSX X=37
SiNX=C0SX <& —=—— & tanx=1 < .
COSX COSX X=¢m+m=27

Vi far da tall-linja nedenfor, der nullpunktene er tegnet inn sammen med angivelse av
punkter mellom nullpunktene som jeg benytter til & finne verdien av ulikheten.

! D TN

|

0 * r 5% % g

2 4 2

x=0:Herersin0=0, cos0=1, slikat sin0 < cos0. Daer sinx<cosx i hele
intervallet [0,17).

X=x:Herersinz=0, cosz =-1, slikat sinz >cosz.Daer sinx>cosx i hele
intervallet (17, $ 7).

IO

x =27 : Herer sin(27)=0, cos(2z) =1, slik at sin(27) < cos(2z). Da er sin x < cos X
i hele intervallet <%7z, 2r).

Du stusser kanskije over at vi bruker x =2z som grunnlag for & undersgke verdien av
ulikheten selv om denne x-verdien ligger utenfor ulikhetens grunnmengde. Men det kan
vi godt gjare, fordi den tilhgrende likningen ikke har noe nullpunkt far vi kommer til

1 _9
X=gm+2r=37.

Vi summerer opp:
Nar x €[0,27), er sinx >cosx nar x e <%7r S7). Se figuren nedenfor.
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1 A .
In X
i \COS X
|
® —7T % %71' 27Z'X
1
|
-1

2¢0s X + 24/3 cos? x > sin (2x)
Fra Eksempel 3.9.1b vet vi at den tilhgrende likningen har lgsningsmengden
(47, 57,37). Dette gir tall-linja nedenfor:

! |

|
T —r
6

',

0 27

N[N0
N}

x=0: Her er 2c0s0+2+/3¢0s?0=2-1+2+/3-12 =2+ 2/3, mens sin(2.0) = 0. Da vet
viat 2cos x+2+/3cos? x >sin(2x) i hele intervallet [0,47).

x =7 Herer 2cosz +2v3cos? 7 =2-(~1) + 24/3-(-1)* =2(/3-1) > 0, mens
sin(2-7)=0. Da vet vi at 2cosx+2+/3cos’ x >sin(2x) i hele intervallet [L 7,2 7).

x=37: Herer 2c0s(37)+2v3cos?(37)=2-(~32)+243-(-1 2)2 ~0.32, mens
sin(2-27)=sin(37)=sin(17)=1. Davetviat 2cos X+ 2+/3cos* x <sin(2x) i
hele intervallet [ £, 7).

x =27 : Her er 2cos(27) +2v/3c0s? (27) = 2.1+ 24/3-12 =2+ 243> 0, mens

sin(2-27)=0. Da vet vi at 2¢0s X+ 2+/3¢os? x >sin(2x) i hele intervallet
[%7[,27[>.

Vi summerer opp: Nar x e [0,27r>, er

2005 X+2+/3c0s” x >sin(2x) ndr xe (0, 47)U (37, Lx)U (37, 27).

Merk at 2cos x + 2v/3cos? x =sin(2x) nér x =17, mens 2cos x+ 2+/3cos? x > sin (2x)
pa begge sider av x = 27 . Se figuren nedenfor.
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2c0s X + 2+/3 cos? x

Oppgave 3.9.2.
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4. Eksponential- og logaritmefunksjoner.

4.1. Bakgrunnsstoff.

| heftet om "forkunnskaper" definerte vi potens-uttrykk av typen a" der a > 0. Vi fant da ut
at det var hensiktsmessig a innrette seg slik at:

_ am—n (am )n _ am~n _ (an )m .

am . an — m+n

Vi definerte ogsa logaritmen y til et tall t nar grunntallet er a slik:

y=log,t < t=a’.

Da far vi disse regnereglene for logaritmer:

log, (x-y)=log, x+log,y, log, (iJ =log, x—log, y, log, (x")=n-log, x.
y

Logaritmer med det rare tallet e = lim (1+%)n ~ 2.71828... som grunntall viser seg & ha mange

n—oo

nyttige egenskaper. Slike logaritmer kalles naturlige logaritmer, og vi skriver In x istedenfor
log, x.

4.2. Eksponentialfunksjonen.

Vi har egentlig bare definert uttrykk av formen a* nar x er et helt tall eller en brgk, d.v.s. nar
eksponenten x er et rasjonalt tall. Men fra na av skal vi tillate at ethvert reelt tall x kan veere
eksponent. Dermed kan vi definere eksponentialfunksjonen med a som grunntall:

f(x)=a"der a>0 og xeR.

| praksis er det eksponentialfunksjoner med grunntall e som er mest brukt. Dersom vi snakker
om eksponentialfunksjonen, er det sa a si alltid funksjonen
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f(x)=¢"
vi mener. Og det kan vi trygt gjere, fordi a=e"* slik at
f (X) —af = (elna)X _ ex-lna.
Dette viser at vi alltid kan omforme fra en eksponentialfunksjon med grunntall a > 0 til
eksponentialfunksjonen med grunntall e bare ved & multiplisere eksponenten x med Ina. Vi

X

kan derfor trygt begrense oss til & studere eksponentialfunksjonen f (x)=e".

Grafentil y = f (x)=e" er vist p figuren til venstre.
Vi merker oss disse egenskapene:

Funksjonen er alltid positiv for alle verdier av x.
f (x)=¢" kan aldri bli negativ.

Grafen gar gjennom punktet (0, 1).

Nar x — —oo, gar e* mot null.
Nar x — oo, gar e mot uendelig.

4.3. Eksponential-likninger.

Vi skal nd benytte vare kunnskaper til a lgse en type likninger som kalles eksponential-
likninger fordi den ukjente befinner seg i en eksponent. Det er vanlig at vi ma bruke
logaritmer for & lgse slike likninger, men vi skal starte med noen eksempler der vi bare trenger
a bruke potens-regneregler.

Eksempel 4.3.1: Finn x av disse likningene:
a) 27" =sz.

b) 4°-5-2"+4=0.

c) 8 -6-8+8=0.

Lasning:
a) 27" = 3.
Skriver forst begge sider av likhetstegnet som potensuttrykk med samme grunntall:
2=t o (3) =3i2 & =37

Na ma begge eksponentene vere like:

x=—2 & x=-%.

b) 4 -5.21+4=0.
For det farste: 5-2" er ikke lik 10*!! Det er kun 2-tallet som skal opphgyes i x. Dersom
ogsa 5-tallet skulle vart opphayd i x, métte vi skrevet (5-2)".
Sa til selve lgsningen: Vi starter med a skrive
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g =(22) =(2°).
Da kan likningen omformes til
(2} -5-2" +4=0
Dette er en andregradslikning med 2* som ukjent. Vi bruker formel, og far:

. 5+(-5)-4-1-4 513 {4

2 2 1
Dette gir to lgsninger:
2=4=2" & X=2,
0g
2=1=2" o x=

c) 8 -6-8+8=0.
Du faller vel aldri for fristelsen til & “forkorte” bort et 8-tall, far jeg hape?

Her na vi omforme til en andregradslikning ved & benytte at 8 = (8*)2 . Da far vi

(&) -6-8+8-0 o 8*=_(_6)i'(_6)2_4.8:67:2:{é

2 2 |2
Vi far altsa to lgsninger:
=4 o (2)=2" & 2"=2® & =2 o x=L.

§=2 o (2)=2 & 2*=2" & %=1 & x=i.

Oppgave 4.3.1, 4.3.2.

Na skal vi se pa noen slike likninger der vi trenger logaritmer til & finne svaret.

Eksempel 4.3.2: Finn tilneermede lgsninger av disse likningene:
a) 3=8.
by 2 =3

Lasning: | begge oppgavene starter vi med a ta logaritmen pa begge sidene av likhetstegnet,
0g deretter benytte at Iog(u”) =n-logu . For enkelhets skyld benytter vi naturlige logaritmer

siden de fleste kalkulatorer beregner slike. Da far vi:

a) 3=8 < In(3)=In8 < x-In3=I8 < x= - ~189.
n _

Kontroll: 3'% ~7.98.
b) 2°=3" < In(2")=In(3") < xIn2=(x-1)In3.

xIn2=xIn3-In3 < x(In3-In2)=In3 < xIhi=I3 < x=—=271.

Kontroll; 2™ ~ 6.543 mens 3™ ~ 6.545.
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Oppgave 4.3.3.

4.4. Bruk av eksponentialfunksjonen.

Eksponentialfunksjonen brukes mye til & beskrive naturlig vekst. | den forbindelse er det
vanlig a benytte t (tid) som fri variabel. La oss se neermere pa eksponentialfunksjonen

y="f(t)=A-e“ der k>0.
Grafen til funksjonen er skissert til venstre. Farst kan vi
merke oss at nar t =0, blir

______ y=f(0)=A-e’=A1=A
som derved blir startverdien dersom vi starter nar t =0.
La oss ga til et vilkarlig tidspunkt t =t,. Anta at ved dette
tidspunktet var y =Y, slik at

f(t)=Y, =Ae".
En tid T senere som vi skal kalle doblingstiden har y
fordoblet seg til 2Y, slik at

- ft,+T)=2Y,= Ae"tT),

—

|
o,

;

Vi deler disse likningene pa hverandre, og far

2Y1 - xek»(tlﬂ) /eb/tl/.ekT e

Y__W & 2= 95"1/ =e & k-T=In2 & k=
1

Dermed har vi fatt en sammenheng mellom konstanten k og doblingstiden T.

K
N

Vi kan bruke denne sammenhengen til a foreta en nyttig omforming:
Ft)=A-et =A™ = A.(e) = A-2F,

Her vil jo forholdet + angi hvor mange doblingstider som er gétt. Funksjonsverdien blir da

startverdien A multiplisert med 2 sa mange ganger som antall doblingstider angir. Naturlig,
ikke sant?

Eksempel 4.4.1: En bakteriekoloni bruker 20 timer pa a doble sin starrelse. Hvor mye vokser
kolonien pa

a) 8timer?

b) 40 timer?

Lgsning: Nar vi har fast vekstfaktor, har vi ogsa eksponentiell vekst. La start-starrelsen av
bakteriekolonien vere A.
a) Etter 8 timer er starrelsen blitt

f(8)=A-25 ~1.32A.

Kolonien har altsa vokst med 32%.
b) Etter 40 timer er starrelsen blitt

f(40)=A-25 = A-22=4A.
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Kolonien har altsa firedoblet seg.

Legg forresten merke til at 40=5-8, og at 1.32° ~ 4.0. Vi kan altsa oppfatte 40-timers-
intervallet som 5 8-timers-intervall, med en vekst pa 32% i hvert intervall. Det gir il
sammen en firedobling.

Det er slett ikke alltid at eksponentialfunksjoner med grunntall e eller grunntall 2 er mest
hensiktsmessig, noe neste eksempel viser:

Eksempel 4.4.2: 1 en kommune gker antall innbyggere med 4% arlig. Hvor mange ar tar det
fgr antall innbyggere har gkt med 50%?

Lgsning: La A veere antall innbyggere i starten. Nar innbyggertallet gker med 4% hvert ar, vil
antall innbyggere i lgpet av ett ar vaere gkt til
A+A-7&=A(1+0.04)=A-1.04.
| lgpet av t ar vil innbyggertallet vokse til
A-(1.04).
Nar antall innbyggere er vokst med 50%, blir
150A=A-1.04 < 150=1.04' < In(1.50)=In(1.04')=t-In(1.04)

In(1.50)
t= ~10.
In(1.04) =
Det tar altsa litt over 10 ar & gke antall innbyggere med 50%.

w

Oppgave 4.4.1, 4.4.2.

Na skal vi se neermere pa funksjonen
Ay y=f(t)=A-e*" der k>0.
- Grafen til funksjonen er vist til venstre for A=1
og k =1. Vi merker oss at ogsé herer A= f (0).

2.57

5T Vi kan na definere en halveringstid T som er den
T tiden det tar & halvere funksjonsverdien. Pa

o7 samme méte som for doblingstid finner vi
0.5+ sammenhengen
R K= In2

=
slik at funksjonen kan omformes til

y="f(t)=A(3)"
Gjennomfgr detaljregningene selv i Oppgave 4.4.3.

AN

L
orT
=
o
w T
~Y

Eksempel 4.4.3: En kondensator utlades gjennom en motstand. Spenningen U (t) over

kondensatoren er gitt ved formelen
U(t)=12¢™
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nar t er malt i sekunder og spenningen er malt i volt.
a) Finn halveringstiden for spenningen over kondensatoren.
b) Hvor lang tid tar det fgr spenningen er blitt 0.1 volt?

Lasning:
a) Herer k =10 slik at halveringstiden blir

_Inz2_In2 . 060 sekunder.
10 —=

ok
b)  U(t)=01 < 126 =01 < =% < -10t=In(Z)=-In(120)
In(120)
10

o t= ~ 0.48 sekunder

Oppgave 4.4.4.

Eksempel 4.4.4: En melkekartong blir satt inn i kjgleskapet. La y(t) veere temperaturen i

melka ved tidspunktet t (malt i minutter) etter at melkekartongen ble satt inn i kjgleskapet. Vi
antar na at

y(t)=5+16e "

der k er en konstant.

a) 1) Hva var temperaturen i melka i det gyeblikket melka ble satt inn i kjgleskapet?
2)  Hva blir temperaturen i melka nar kartongen har statt lenge i kjaleskapet?

b) Det viser seg at nar kartongen har statt i kjgleskapet i 1 time, har temperaturen i melka
sunket til 11 grader.
1)  Bruk denne opplysningen til a finne k.
2)  Hvor lang tid tar det fgr temperaturen i melka er blitt 6 grader?

Lasning:
a) 1) y(0)=5+16e°=5+16~1:2=1.
2) limf(t)=5+16-lime*'=5+16-0=5.
b) 1) y(60)=11 < 5+16e™ =11 < 166 =6 < e =2
< -60k=In(}) < k=-%In(2)~0.016
2)  Her er det mest naturlig a sette inn den tilneermede verdien k =0.016. Men det
viser seg at vi far greie regninger dersom vi bruker den eksakte verdien

k=-%In(3):

y(t)=6 < 5+16e " g o 166" =1 < (3F-
1

o HhR)=nE) o semE) o (g0

60 -
In(2) In(¢) =
Det tar altsa ca. 2 timer og 50 minutter for temperaturen i melka er kommet ned i 6
grader.
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Figuren nedenfor viser grafen til en funksjon av typen
y="f(t)=A(1-e*") for A=2 og k=1.

20
15
10

05

Y

0.0

~—+

Her merker vi 0ss at:
e Nirt=0,er y=A(l-¢’)=A(1-1)=0.

o Nért—oo,vil y > AL-lime™) = A(1-0)= A,

Denne funksjonen brukes ofte til & beskrive en starrelse som vokser gradvis mot en stasjoneer
verdi. Typiske eksempler kan veere oppladning av en kondensator eller oppvarming av et rom.

Eksempel 4.4.5: Du kommer fram til hytta en kald dag, og tenner opp i ovnen. Du antar at
temperaturgkingen y(t) avhenger av tiden t slik:

y(t)=A(1-e*).
Du merker deg at nar t =1time er temperaturen steget med 6.5°, og etter t = 2timer er

temperaturen steget med 11.0°.
a) Bruk disse observasjonene til & finne A og k.

b) Hvor lang tid tar det fgr temperaturen har steget med 18°?

Lasning:

a) Av vare observasjoner kan vi sette opp disse to likningene:
y(1)=A(1-e*)=65
y(2)=A(1l-e™)=110

Vi deler disse likningene pa hverandre, og far
All-e™* _ g2
( k):11.0 P S A

All-e™) 65 1-e
1-e™=169(1-¢*) < 1-e™=169-16% " < e™-16%*+0.69=0

Na& husker vi at e = (e"‘ )2, slik at likningen over er en andregradslikning i e ™. Bruker
formel, og far
o (169)x J(-169)'-4.069 1694031 [L0O
2 2 0.69
Vi kan 8penbart ikke bruke lgsningen e™ =1.00 fordi denne lgsningen farer til at
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1-e*=1-e%=0.
Dermed har vi at

e¥=069 < -—-k= In(0.69) < k=0.371.
Da blir

All-e*)=65 < A= 6'5_k= 0>
1-e* 1-0.69

21.

o

b) Vi vet na at temperaturgkingen er gitt ved
y(t)=21.0(1-e ™)

der t er gitt i timer. Nar temperaturen er steget med 18°, er

18:21.0(1—e’°'37“) =N 1—e°-37“=%=0.857 & e ™™ =1-0.857=0.143

In(0.143)

-0.371
Det tar altsa ca. 5 timer og et kvarter fgr temperaturen har steget med 18°.

~b5.2

iSS

—0.371t=In(0.143) < t=

Béde for funksjonen y = f (t)= A-e™* og for funksjonen y = f (t) = A(l—e‘k") kan vi
definere en starrelse som vi kaller tidskonstanten 7 . Nar vi trekker tangenten til funksjons-
grafen i et vilkarlig punkt pa grafen til funksjonen y = f (t) = A-e™", er tidskonstanten den
tiden det tar far tangenten skjeerer t-aksen. Se figuren nedenfor til venstre.

y(t) AYD T T

' >
t

~Y

Trekker vi tangenten til funksjonsgrafen i et vilkarlig punkt pa grafen til funksjonen
y=f (t) = A(l—e‘“) , er tidskonstanten den tiden det tar far tangenten skjeerer den rette linja

y = A. Se figuren ovenfor til hgyre.

Og na kommer poenget:

Nar y= f(t)=A-e™, ertidskonstanten 7 =1.

Beviset krever kjennskap til derivasjon, og er derfor dyttet ut i et lite vedlegg. Denne
egenskapen gir en enkel tolking av konstanten k. Egenskapen er ogsa sveert nyttig i mange
praktiske situasjoner, der vi utfgrer et eksperiment og far en kurve som ser ut til a vare grafen
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til y=A-e*"eller y= A(l— e’“) . Trekk noen tangenter til grafen, sjekk at tidskonstantene

er like store uansett hvor tangenten trekkes, og beregn k =2 . Dette er en rask metode bade til
a sjekke om vi virkelig har en eksponentialfunksjon, og til i finne konstanten k.

4.5. Logaritmefunksjoner.
Vi har tidligere definert hva vi mener med logaritmen til et tall x:
y=log,(x) < x=a’
Vi merker oss at y blir en funksjon av x. Dermed har vi faktisk definert en logaritmefunksjon
med a som grunntall slik:

y = f(x)=log, (x) hvis og bare hvis x=a” der a>0.

| praksis slgyfer vi ofte parentesene rundt x-en dersom dette ikke farer til misforstaelser.

Vi skal ngye oss med & betrakte den naturlige logaritmefunksjonen y = f (x) =In(x) der

grunntallet er e. Dette kan vi gjgre fordi enhver annen logaritmefunksjon med a som grunntall
kan omformes til naturlige logaritmer ved hjelp av sammenhengene nedenfor:

f(x) = log, (x) = Iogae-ln(x):ﬁ-ln(x).

Logaritmefunksjonen og eksponentialfunksjonen med samme grunntall er inverse funksjoner.
Dette innebzrer bl.a. at nar du tegner grafen til en av funksjonene, far du automatisk grafen til
den inverse funksjonen ved a la x og y "bytte rolle”.

Dette illustreres i figuren til venstre, der grafene til

X

€ v y=f(x)=e" og y=f(x)=In(x) ertegnet i samme
y d koordinatsystem.

/

_\n X Av grafen og av definisjonen pa logaritmefunksjon ser
/\J/ vi at:
. o y= Ioga(x) er kun definert for positive verdier
4 X av X.
e Nar 0<x<1,er log,(x) negativ.

e log, (1) =0 uansett verdi av a.

4.6. Likninger med logaritmer.

Regnereglene for logaritmer er nyttige nar vi skal lgse likninger som inneholder logaritmer,
noe neste eksempel viser.
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Eksempel 4.6.1: Finn x nar
2Inx—In(x+2)=0.
Lagsning: Vi starter med & omforme venstre side ved hjelp av logaritme-reglene:
2Inx-In(x+2)=0 < In(x*)-In(x+2)=0
2 2
xX* o X _1
X+ 2

< n =
X+ 2

Den siste overgangen skyldes at In1=0. Sa regner vi videre:

X2
=1 & x*=x+2 & x*-x-2=0.

X+2
()£ (-1°-4(-2) 15 _ { 2
2 -1

X =
2

Men vi kan ikke bruke lgsningen x = —1 fordi du ved innsetting i den opprinnelige likningen
vil f& 2In(-1)-In1=0, og In(-1) eksisterer ikke. Altsa er den eneste brukbare lgsningen

X=2.

Du kan ogsa komme fram til andregradslikningen pa en annen (og kanskje enklere) mate:

2Inx-In(x+2)=0 < In(xz): In(x+2) < x*=x+2.
Den siste overgangen skyldes at nar to tall har samme logaritme, sa ma tallene veere like.

Oppgave 4.6.1

4.7. Hyperbolske funksjoner.
Vi skal na definere tre funksjoner som er avledet av funksjonen y = e*. Disse funksjonene

kalles hyperbolske funksjoner, og er definert slik:

sinh(x)=1(e"-e™).

cosh(x)=3(e* +e™).

tanh(x) = sinh (x) g _e:X :
cosh(x) e*+e™

e Hyperbolsk sinus:

e Hyperbolsk cosinus:

Hyperbolsk tangens:

Disse funksjonene har mange egenskaper som minner om tilvarende egenskaper for

trigonometriske funksjoner, for eksempel:
2

cosh? (x) —sinh® (x) = (4(e* +e7)) —(%(eX —e’x))2
1(e2X +2+e’2x)—%(e2X —2+e’2x) =24+2=1]

T4
Og dette minner jo litt om
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cos’x+sin’x=1.

Det er ogsd mange andre sammenhenger mellom sinh(x), cosh(x) og tanh(x) som minner

om tilsvarende sammenhenger mellom sin x, cosx og tan x . Du kan selv pavise noen av
disse i Oppgave 4.7.1.

Vi skal senere se at det ogsa fins likheter mellom derivasjons- og integrasjonsregler for
hyperbolske funksjoner og tilsvarende regler for trigonometriske funksjoner.

Grafene til sinh(x) og cosh(x) er skissert til venstre. Av

disse er cosh(x) mest interessant. Det kan bl.a. vises at

dersom en kjede med uendelig sma ledd, og ingen friksjon
mellom leddene, henges opp mellom to faste punkter, vil

kjeden f& samme form som grafen til cosh(x)-funksjonen.
Denne grafen kalles derfor kjedelinja.

Det fins ogsa inverse hyperbolske funksjoner. Vi skal
imidlertid ikke ta med disse her.
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5. Grenseverdier.

5.1. Ensidige grenseverdier.
La oss starte med & fa terminologien pa plass.

Skrivematen

A y
lim f (x)}-=---<- lim f(x
x—a~ ,\U\\ i x—a~ ( ) ) )
NS ! skal oppfattes som grenseverdien for funksjonen f
B ! nar x er mindre enn a og gar mot a. Dette kalles
a_x ogsa den venstresidige grenseverdien for f nar x gar

mot a. Se figuren til venstre.

Pa tilsvarende mate betyr
lim £ (x)

x—a*
grenseverdien for funksjonen f nar x er starre enn
a og gar mot a. Dette kalles ogsa den hgyresidige
grenseverdien for f nar x gar mot a. Se figuren til
venstre.

lim f(x)‘

x—a*

Det er flere teknikker som kan brukes til @ bestemme grenseverdier. En metode som ligger
naer opp til definisjonene ovenfor, gar ut pa a erstatte x med a+ & der & er et lite tall, og
deretter la § — 0. Vi far den venstresidige grenseverdien dersom & <0 og gar mot null, og
den hgyresidige grenseverdien dersom § >0 og gar mot null.

Eksempel 5.1.1: Vi har gitt funksjonen
2 o
f(x):{x nar x<1

2—-x nar x=>1
Bestem i i .
este XILT f(x) og )!LI’? f(x)

Lgsning: For a finne grenseverdien nar x — 17, ma vi bruke funksjonsuttrykket som gjelder
nar x <1 og erstatte x med 1— ¢ . Da blir

lim £ (x) = lim x* =lim(1-6)" =lim(1- 26 + 6?) =1-2:0+0” =1.

x—1" x—1" 6—0 60 =
For a finne grenseverdien nar x — 1", ma vi bruke funksjonsuttrykket som gjelder nar x >1
og erstatte x med 1+ 6. Da blir

lim f (x)=lim(2-x)= m(2-(1+ 5))= !Slm)(l—5) =1-0=

x—1" x—1"

1=

5.2. Tosidige grenseverdier.

Vi ser ofte at venstre- og hayresidig grenseverdi er like, slik som i eksemplet ovenfor. Da
snakker vi om den tosidige grenseverdien eller bare om grenseverdien for f ndr x — a, og
skriver

lim f ().

X—a

Da spiller det ingen rolle hvilket fortegn & har nar vi erstatter x med x+ 6.
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Eksempel 5.2.1: Finn
. X*+1
lim :
x>12X -3

Lasning: Siden vi skal finne grenseverdien nar x — 1, erstatter vi x med 1+ & . Da blir
4l o (L48) '+l 1+2548°+1 . 82+425+2
=lim im =lim———

lim = -
x->12x -3 5—>02(l+5)—3 60 2426-3 60 1+ 26
_02+2-0+2_£__2
-1+2-0 -1 =

Na vil kanskje den oppmerksomme leser innvende at dette kan gjares enklere: Bare sett inn
x =1 det opprinnelige uttrykket og regn ut. Da far vi jo

X+l 1P+1 2
lim = =—=
x>12x-3 2:1-3 -1
Jeg ma faktisk innremme at i praksis gjgr vi det ofte slik. Nar vi skal finne lim f (x) prgver

-2,

vi farst med direkte innsetting av x = a . Men noen ganger farer ikke dette fram, slik
eksemplene nedenfor viser.

Eksempel 5.2.2: Finn disse grenseverdiene:

2_
) imX=2
x=2 X —2
2
b) Iimx +33x+2
x>-1  x°4+1

Lasning: | begge eksemplene vil direkte innsetting gi braker der bade teller og nevner er lik

null. Nar vi far slike ” 2 ”-brgker ma vi ga grundigere til verks.

a) Vierstatter xmed 2+ 6 og lar § — 0. Da far vi
2

Cx—a o (2468) -4 . 4+45+867-4 . 5P+45
lim =lim =lim =lim
X2 X —2 50 (2+§)_2 50 o 50 o)
~1im 20 jim(5+4)=0+4=4
50 o 50 =

b) Vi erstatter x med -1+ og lar &6 — 0. Da far vi
o x2+3x+2_"m(—1+5)2+3(—1+5)+2_Iim1—25+52—3+35+2
x>1 x3 4l 60 (-1+6) +1 550 1435 -35%+5°+1
5P+ : S+1 0+1 1
=1m 3 2 :Ilm > = 2 = —
005°-35°+35 905°-35+3 0°-3.0+3 3

Da jeg omformet (-1+ 5)3 , benyttet jeg identiteten

(a+b)3 =a’+3a’h +3ab? + b®.
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Den oppmerksomme leser vil kanskje fremdeles innvende at disse eksemplene kan lgses
enklere. | eksempel a) kan telleren faktoriseres med 3. kvadratsetning. Da far vi:

4 (X+2)N:|im(x+2)=2+2=i-

lim =lim

Xx>2 X —2 X—2 X\Z\ X—2

Eksempel b) kan ogsa handteres pa tilsvarende mate. Men da ma var oppmerksomme leser
oppdage at

X2 +3x+2=(x+2)(x+1),
og at

X +1= (x2 - x+1)(x+1) :
slik at faktoren x +1 kan forkortes bort. Deretter finner vi grenseveerdien ved & sette inn
x=-1.

Oppgave 5.2.1.

5.3. Grenseverdisetninger.

Var oppmerksomme leser har kanskje savnet en skikkelig, formell definisjon av begrepet
grenseverdi. Her kommer den:

Gitt en funksjon f (x) med definisjonsmengde D:.
La a vere et punkt innenfor eller pa grensen av Dx.
Dasier viat f (x) gar mot A som grense nar X — a hvis og bare hvis:
For ethvert reelt tall £ >0 finsettall 6 >0 slik at
x—a|<5 = |f(x)-Al<e.

A Denne definisjonen kan illustreres som vist til

(x) venstre: Vi tegner opp funksjonsgrafen, merker av
X =a og en funksjonsverdi A slik at A ligger
innefor et horisontalt “belte” med bredde fra

A—¢ til A+¢.Sapraver vi a finne et omrade pa

x-aksen fra a— & til a+& somerslikat f(x)
ligger innenfor det horisontale beltet” for alle x i
omradet (a—&, a+d). Hvis det er mulig & finne

et slikt omrade pa x-aksen uansett hvor liten er
»  (d.v.s. uansett hvor smalt "beltet” er), sier vi at

f (x) g&r mot A som grense ndr x — a.

M M
»
. ;

Definisjonen ovenfor gjelder for tosidig grenseverdi, fordi x kan ga mot a fra to sider. Men
definisjonen av ensidig grenseverdi er helt analog, bare med den forskjellen at x kan ga mot a
bare fra en side.
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Hvis du har mistanke om at definisjonen ovenfor egner seg darlig til a finne grenseverdier, har
du helt rett. Definisjonen egner seg best til & undersgke om et bestemt tall A er grenseverdi for
en funksjon nar x — a. Men den viktigste anvendelsen av definisjonen er & bevise grense-
verdisetninger som er svaert hensiktsmessige i bruk:

La f(x) og g(x) veere to funksjoner som har grenseverdier
lim f(x)=F og lim g(x)=G.
X—>Xg X—>Xg

La a og b veere to konstante tall.

Da gjelder:

lim (a- f (x)+b-g(x))=a-F+b-G

X—Xg

Disse setningene bruker vi ofte helt intuitivt. Ga tilbake til Eksempel 5.2.1, der vi skulle finne
X+l
lim .
x-12x -3

Ved a bruke setningene ovenfor, kan vi resonnere slik:

X2 +l_ Iim(x2+1) ~ Iim(x2)+1 B 12 +1 ~ 2

Xx—1 x—1

x—»12x—:~:_|i|rq(2x—3)_2-|in](x)—3_2-.1-—3_11=;='

Vi ser at direkte innsetting av x =1 faktisk er en tillatt operasjon forutsatt at vi ikke far null i
nevner.

Far vi summerer opp, skal vi ta et mer kinkig eksempel:

Eksempel 5.3.1: Bestem
X—3

Lasning: Her legger vi merke til at direkte innsetting av x =3 gir

3-3 0 0
2-3+1 2-4 0’

som vi ikke uten videre kan finne verdien av. Det hjelper heller ikke a erstatte x med 3+ &, vi
far like fullt et 7 2 ”-uttrykk ndr § — 0. Det er heller ingen forkortingsmuligheter. Er vi da
helt fastlast?

Det gjenstar en mulighet. Vi kan multiplisere teller og nevner med 2 ++/x +1, slik at
nevneren kan omformes med 3. kvadratsetning. Dette gir:
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X —3 _ (x—3)(2+\/x+1) _ (x—3)(2+\/x+1)

lim

PR L P FES e R oy
:“m(x_s)(2+M):"mN(z+Jx_+1)

X3 ~X+3 X3 _N
=lim(-2-x+1)=-2-3+1=-4

Da summerer vi opp: Nér du skal finne lim f (x), g&r du fram slik:

1. Prav farst en direkte innsettingav x=a.
2. Hvis det ikke farer fram, kan du prgve a erstatte x med a + ¢, forenkle hvis mulig, og
lad—0.

3. Hvis f (x) er en brgk, kan du se om det er noen felles faktor i teller og nevner som

kan forkortes bort.
4. Hvis f (x) inneholder rotuttrykk, kan du preve & omforme ved hjelp av 3. kvadrat-
setning.

Oppgave 5.3.1.

Disse teknikkene fungerer som regel bra sa lenge f (x) er bygd opp av polynomer, brgk-

funksjoner eller kvadratrgtter av slike. Men dersom f (x) inneholder trigonometriske

funksjoner, eksponential- eller logaritmefunksjoner, er det ikke vanlig at disse teknikkene
farer fram. Da trenger vi skarpere verktay. Vi skal se pa slike verktgy etter at vi har veert
gjennom derivasjon.

5.4. Skvis-teknikken.

Noen ganger kan det Ignne seg & "klemme” en funksjon mellom to andre funksjoner som det
er lettere a finne grenseverdien til. Hvis vi kan vise at to funksjoner gar mot samme grense nar
X — a, og at "var” funksjon ligger mellom disse funksjonene nar x — a, ma ogsa "var”
funksjon ga mot denne grensen. Mer presist formulert:

g,(x) Antaat x=a liggeri et intervall | der
Ap-—==== 9,(x)< f(x)<g,(x) foralle xel,

ogat limg,(x)=limg,(x)=A.
Daerogsa lim f (x)=A.

X—>a

9 /

Vi skal ikke gi noe formelt bevis for setningen (som vel bgr vaere noksa innlysende).
Eksemplet nedenfor viser hvordan vi kan benytte setningen:
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Eksempel 5.4.1: Finn lim(x-arctan(4)).

Lgsning: Problemet her er at nér x — 0, vil £ — +o0. Da kan vi umulig vite hva arctan (%)
gar mot ndr x — 0. Men heldigvis vet vi at —Z <arctanx <% . Da er
—Zx < x-arctan(%) < Zx.
Vi ser lett at
lim(~£x) =lim($x)=0.
Dermed ma vi ha at
. N
lim x-arctan(})) = 0.

Oppgave 5.4.1.

Vi skal nd bruke dette prinsippet til a finne en grenseverdi som vi etter hver far stor nytte av:

Nar x er gitt i radianer, er Iing(ﬂ] =l
X—> X

Bevis:
B C P4 figuren til venstre ser du at:
R - Arealet av trekant OAC er F,,. =2-OA-AC=2R-Rtanx
! Arealet av trekant OAB er F, . =3-OA-BD =2R-Rsinx
X D| ,
o) A Arealet av sirkelsektor OAB er F_,,; =52 7R*=1b-R
R T

Det er innlysende at
FAOAB < I:<rOAB < FAOAC N

1
2
Men siden x er gitt i radianer, er x =2 . Videre er tan x =22% Dermed blir

COS X
. sin x X sin x
SINX < X< l<—«< 1>——>cCosX.
COS X sinX CcosXx X

R*’sinx<ib-R<1iR’tanx < sin<2<tanx.

. . . . (sinx
Men vi vet at Img(cosx) =1. Dermed har vi vist at Img(—):l.
X— X—> X

Dette resultatet benyttes bl.a. til & finne en del andre grenseverdier, som vist i eksemplet
nedenfor:

Eksempel 5.4.2: Finn Iim[ cos XJ :

X—>Z =Z
2\ X—=75

Lesning: Vi ser at nar x — £, vil bade teller og nevner ga mot null. Vi praver derfor a sette
X=Z%+6 og deretter la 5§ — 0. Da far vi:
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cosx Cos(3+5) cos(5)coss —sin(3)sind 0-coss-1-sins  sing
5 (5+9)-3 5 5 N
Dermed far vi

. [ cosx ) sino
lim =lim| -—— |=-1.
x—>Z X_% 50 o ==

5.5. Grenseverdier nar x gar mot uendelig.
Hittil har vi forutsatt at vi skal finne grenseverdien for f (x) nar x gar mot et fast tall a. Men
vi far ofte bruk for a finne grenseverdier nar x — +oo.

Rent formelt kan slike problem behandles med & erstatte x med +. At x — +oo er da

ekvivalent med at t — 0" eller t — 0. Dermed er vi tilbake til kjente situasjoner, og vi kan
vise at de grenseverdisetningene vi har brukt ogsa gjelder nar x — +o.

Men i mange situasjoner kommer vi raskere i mal ved a benytte at:

5 . a
Salenge aer et fasttall, er lim —=0

X—>too ¥

Dette er i grunnen ganske innlysende: S lenge a er et fast tall, kan 2 gjgres sa liten vi vil
bare ved & gjare x stor nok. Da innser vi at 2 — 0 ndr X — oo . Resonnementet gjelder ogséa
nar X — —oo.

Eksemplene nedenfor illustrerer teknikken:

Eksempel 5.5.1: Bestem disse grenseverdiene:

_ X*—2x+3
a) lim——s—
x> 12X
2_
o tim X%
x>0 X% — X+ 2
.o 2x+1
c) lim

% X2 + 3x

Lasning: Hovedprinsippet er at vi skal dividere teller og nevner med hgyeste potens av x, og
deretter la X > oo eller x - —.
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C x2-2x+3 . (¥*-2x+3)-L X _zps o go243
a) lim———=1lim = lim*X—"2 = lim——*
xowo ] —2X X—>00 (1_2)(2),%2 X—>o0 x%_ XXZ X—>00 %_2
_1-0+0_ 1
0-2 2
: 2x*-3)- % 23 2-3
b) Iim32X—3:Iim( i — lim = i
x—>—0 X% — X + 2 X_’_“’(XS—X-FZ)'Xl X_)_w%_x%_i_x% >(—>—oo:|__xi2_|_)723
__—0-0 0
1-0-0 =

C) Her kan det se ut som om vi skal dele teller og nevner med x*. Men x?-leddet star

under et rottegn, og vi husker at +/x*> = x. Dermed innser vi at vi skal dele teller og
nevner med x. Da far vi:

im_ XL i (XA R i 2
X—>00 2 X—>00 2 1 x—o  [x2 | 3x X—>00 3
VX +3x ( X +3x)-ﬁ Jo+e N

B 2+0 _5

J1+0 =

Oppgave 5.5.1.

Vi avslutter med et eksempel der vi ma bruke flere teknikker etter hverandre for 8 komme i
mal:

Eksempel 5.5.2: Finn

Iim(\/4x2 - X - 2x).

X—

Lgsning: Nar vi lar x — oo, far vi et ” o — oo ”-uttrykk. Slike uttrykk kan vi ikke uten videre
finne verdien av. For a lgse problemet, ma vi bade benytte 3. kvadratsetning og divisjon med

x pa en litt finurlig mate:
(\/4x2 — X — 2X)(\/4X2 — X+ 2x)

4x2 = x) - (2x)*
Iim(\/4x2—x—2x):lim :Iim< ) (29)
X x> JAXE = X + 2x o0 JAx? - x + 2
_y.1 _
~ lim 2 T —
H""(\/4x2—x+2x)-ﬁ B e R
I N
o= JA-L 42 J4-0+2 2+2 4

Oppgave 5.5.2.
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6. Kontinuitet.

6.1. Definisjoner.

En enkel og lett forstaelig definisjon av begrepet kontinuitet kan vaere omtrent slik: En
funksjon er kontinuerlig i et intervall dersom du kan tegne funksjonsgrafen uten a lafte
blyanten fra papiret. Ulempen med en slik definisjon er at den er temmelig ubrukelig til
formelle analyser.

Det fins flere formelle definisjoner av kontinuitetsbegrepet. Heldigvis viser det seg at alle er
ekvivalente. En enkel definisjon som ogsa er grei a bruke stetter seg pa grenseverdibegrepet,
og ser slik ut:

Vi kan ogsa definere kontinuitet i et punkt etter samme mgnster som grenseverdien i et punkt:

Dersom f ikke er kontinuerlig, sier vi at f er diskontinuerlig.

Pa grunnlag av disse definisjonene kan vi vise:
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Vi kan undersgke kontinuitetsegenskapene til vare vanlige funksjoner en gang for alle. Da vil
vi oppdage at:

Vapnet med disse kunnskapene er det som regel ganske lett & undersgke kontinuitet, som
ekseplene nedenfor viser.

Lasning:
a) Bade teller og nevner er polynomfunksjoner, og falgelig kontinuerlige.
Da er ogsa brgken kontinuerlig unntatt muligens nar x =1.

Men vi ser at
x2 1 _(x+1)M _
IxILrll X—l =IXIIH )(,ZI =IXIIH(X+1)=2
Siden
. oxP-1
lemx =f(1)=2,

er funksjonen kontinuerlig ogsa for x =1.

Da er funksjonen kontinuerlig for alle x e R .

._________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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b) Bade teller og nevner er polynomfunksjoner, og falgelig kontinuerlige.
Da er ogsa brgken kontinuerlig unntatt muligens nar x = —1.

Ved direkte innsetting ser vi at teller gar mot (—1)2 — 2 =-1 mens nevner gar mot 0 nar

2 —
x — —1. Alts eksisterer ikke lim — 2 .
il (x +1)

Da er funksjonen kontinuerlig for alle xe R — {—1} , 0g diskontinuerlig for x = —1.

Oppgave 6.1.1.

For mer kompliserte funksjoner er falgende setning nyttig:

Dersom en funksjon f er kontinuerlig for x =a, og en funksjon g er kontinuerlig for
x = f (@), er den sammensatte funksjonen g( f (x)) kontinuerlig ndr x=a.

Denne setningen ma vi illustrere med et eksempel.

Eksempel 6.1.2: Undersgk om funksjonen
f(x)=In(x*+1)
er kontinuerlig for alle xe R ..

Lasning: Vi vet at x> +1 er en polynomfunksjon som er kontinuerlig for alle verdier av x.
Videre ser vi at x* +1 er positiv for alle verdier av x slik at In (x2 +1) eksisterer. Dessuten vet
viat Inx er kontinuerlig for alle x. Dermed kan vi sl fast at f (x)=In(x*+1) er
kontinuerlig for alle x e R .

Noen ganger ma vi se om det er mulig & fa en funksjon gitt pa intervallform til & bli
kontinuerlig:

Eksempel 6.1.3: En funksjon f er gitt ved
f (x)= X2 n?r x<1
a—-x nar x2>1
Bestem (om mulig) tallet a slik at f blir kontinuerlig for alle x e R .

Lgsning: Vi ma bestemme a slik at

limf(x)=1limf(x) < limx*=lim(a-x) < 1"=a-1 < a=2.

x—1" x—1* x—1" x—1*

Oppgave 6.1.2.
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6.2. Egenskaper ved kontinuerlige funksjoner.

Det er flere grunner til at vi stresser med grenseverdier og kontinuitet. Den kanskje viktigste
grunnen er at disse begrepene er helt fundamentale nar vi om litt skal ga lgs pa derivasjon.
Men vi kan allerede na dra nytte av at en funksjon er kontinuerlig i et lukket intervall. Hva er

sa et lukket intervall? Det er kort og godt et intervall av typen [a, b], d.v.s. at endepunktene
av intervallet inngar i intervallet. Vi kan na vise at:

Noen kommentarer til disse setningene:

1: Vi kan veere sikre pa at funksjonen ma veere begrenset, slik at funksjonsverdiene aldri kan
bli mindre enn den nedre skranken og aldri stgrre enn den gvre skranken.

2: Funksjonen ma ha minst ett veldefinert minimumspunkt og minst ett veldefinert
maksimumspunkt. Merk at funksjonen kan ha flere minimumspunkter som har samme
funksjonsverdi, og flere maksimumspunkter med samme funksjonsverdi.

3. Dersom du skal lgse en likning av typen f(x)=d, og ikke
klarer & lgse den eksakt, kan du finne en tilnaermet lgsning A
dersom du finner to narliggende verdier a og b slik at f (a) f(b)
er litt mindre enn d, mens f (b) er litt starre enn d. Da kan d-

. . . f(a)]
du velge en verdi x=c som ligger mellom a og b, finne (a)
f (c) , 0g gjenta prosedyren inntil du finner en x-verdi slik at

—

f (x)~d. Se for gvrig eksemplet etter neste punkt.

4: Et spesialtilfelle av situasjonen over med d =0.

._________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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Eksemplet nedenfor illustrerer hvordan du kan ga fram for a finne tilnzrmet lgsning av
likninger:
Eksempel 6.2.1: Vis at funksjonen
f(x)=4-x-Inx
har minst ett nullpunkt i intervallet [2.5,3] , 0g bruk dette til & finne en tilnermet lgsning av

likningen
4—x—-Inx=0.

Lasning: Vi merker oss farst at f er kontinuerlig i intervallet [2.5, 3] . Ved innsetting far vi

ot f(2.5)=4-25-1In(2.5)~0.584
05) | mens
1 f(3)=4-3-In3~-0.099.
0.4 :
03 | Da ma f ha minst ett nullpunkt i intervallet [2.5,3] .
ol | Vi antar at funksjonsgrafen er tilngermet rettlinjet i
|

_intervallet [2.5,3]. Da fér vi grafen til venstre. Den
25 26 27 28 259\%0 X indikerer at vi har en bedre lgsning naer x =2.9. Vi
praver:

f(2.9)=4-2.9-1n(2.9)~0.035.
Vi kan na tegne en ny skisse for intervallet [2.9,3] , 0g den antyder en lgsning naer x =2.93.
Vi prgver denne lgsningen:

f (2.93)=4-2.93—1In(2.93) ~ -0.005.

Vi sier oss forngyd med denne ngyaktigheten, og sier at likningen
4—x—-Inx=0
har en tilnermet lgsning x ~ 2.93.

Oppgave 6.2.1.
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7. Komplekse tall.
7.1. Innledning.
Nar du lgser likningen
X2 +2x+2=0,
far du
. —21\2/4—8 _ —2122\/—_1 =

Og da sier du kanskje: "Negativt tall under rottegnet, ingen lgsning."

Men det fins situasjoner hvor vi ma kreve at slike likninger har Igsning (bare vent til du
kommer til andre ordens differensiallikninger). Dette dilemmaet laser vi slik:

I mange sammenhenger, f.eks. innen elektroteknikk, benyttes j istedenfor i som symbol for
den imaginere enheten.

For a kunne bruke den imaginzare enheten til noe, ma vi gjere en dristig antakelse:

Jeg skal ikke begrunne denne pastanden. Men den viser seg (heldigvis) a vare korrekt.
Av definisjonen pa i far vi nd sammenhengen

Og na kan du lgse den likningen som du startet med. Du far lgsningene
X=—1+~-1=-1+i.
Disse to lgsningene er eksempler pa komplekse tall.
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Lasningene av andregradslikningen bestar altsa av to komplekse tall som har samme realdel,
mens imaginardelen har motsatte fortegn. To slike komplekse tall kalles kompleks
konjugerte. To kompleks konjugerte tall skrives henholdsvis z og z* (ellerzog 7).

Dersom z = x + iy, er den kompleks konjugerte z*=x—iy.

Oppgave 7.1.1, 7.1.2.

7.2. Regneregler for komplekse tall.

| innledningen pasto vi at komplekse tall falger de samme regneregler som reelle tall, Dette
gjer det enkelt & addere og subtrahere komplekse tall. Vi samler realdelene for seg, og
imaginardelen for seg slik eksemplene nedenfor viser.

Eksempel 7.2.1:
Gitt de to komplekse tallene z, =2+3i og z,=4-1i.

Regnut z, +z, og 3z, -2z,.

Lesning: 2,+2,=(2+3i)+(4—-i)=(2+4)+(3i—i)=6+2i.
321—222:3(2+3i)—2(4—i):6+9i—8+2i:—2+11i.

Multiplikasjon av komplekse tall er litt verre. Men hvis du husker at i* = -1, gar det greit:

Eksempel 7.2.2:
Gitt de to komplekse tallene z, =1+3i 0og z,=2—-i. Regnut z, -z,.

Lesning:
z?-z2 =(1+3i)-(2-i)=1-2+1-(=i)+(3i)-2+(3i)-(-i) =2-i+6i - 3i°
=2+5i-3-(-1)=5+5i

Sa var det divisjon. Da far vi bruk for denne sammenhengen:

2

z-2*=(x+iy)-(x—iy)=x* = (iy)’ = x* = (-1)y
= X2 4 y?

Vi ma ta et eksempel for & se hvordan dette fungerer.
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Eksempel 7.2.3:

Gitt de to komplekse tallene z, =2-3i og z, =3+i. Regn ut L1
22

Lesning: Trikset gar ut pa & multiplisere teller og nevner med z, *:
7, 2-3i (2-8)-(8-i) 6-2i-9i+3i® (6-3)+i(-2-9) 3 11

z, 3+i (3+i)-(3-i) 9-i’ 9+1 “10 10

Oppgave 7.2.1.

Likninger med komplekse tall lgses vanligvis etter samme prinsipper som likninger med
reelle tall, men ved hjelp av regnereglene ovenfor slik eksemplet nedenfor viser:

Eksempel 7.2.4: Lgs likningen
22—1+_3| -3
Z+2i

Lgsning: Multipliserer begge sider av likningen med z +2i, og far

2z -1+3i=(1-3i)(z+2i)=2z+2i-32i-6i* =2-32i +2i + 6.
Samler alle z-leddene pa venstre side:

22—-7+32i=1-3i+2i+6

(1+3i)z=7-i
Z_?—i_(7—i)(1—3i)_7—21i—i+3i2_4—22i_g_Ei
S 143 (1+3i)(1-3)  1+9 10 5

Dersom likningen inneholder bade z og z*, ma vi benytte andre metoder. Vi trenger da denne
setningen:

La z, =x +1y, 09 z, =X, +1y, veere to komplekse tall.
Da definerer vi likhet slik:
,=1,
g
X=X N N=Y

Eksempel 7.2.5: Lgs likningen
22+3-3i=2*-32-1+3i.

Lgsning: Farst ordner vi sa godt vi kan:
27 —2*+3z=-3+3i—-1+3i

5z -7*=—-4+6i
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Sa setter vi inn z=x+iy og z*=x-iy, og far:
5(x+iy)—(x—iy)=—4+6i
5X +5iy — X+ iy = -4+ 6i

4X + 61y = -4 +6i
Av definisjonen pa likhet far vi na:
Realdelen: 4x=-4 & x=-1.
Imaginerdelen: 6iy=61 < y=1.

Altsaer z=x+iy=-1+i.

Oppgave 7.2.2.

7.3. Det komplekse planet. Polarform.

Reelle tall kan avmerkes pa ei vanlig tall-linje. Komplekse tall kan avmerkes i det komplekse
plan. Dette bestar av en reell akse der realdelen av z avmerkes, og en imaginar akse der
imaginzrdelen av z avmerkes. Disse aksene star vinkelrett pa hverandre.

Eksempel 7.3.1: Tegn inn disse komplekse tallene i det komplekse planet:
z,=3+2i Z,=—1+3i Z,=—4-2i z,=4-1i.

Lasning:

Y\
z,=-1+31 ;|

Im Pa figuren til venstre ser du et komplekst

_ plan der de fire komplekse tallene er
z,53+2 tegnet inn:
2, =3+2i
z,=—-1+3i

y =Rsiné

3 4 Re 2, =—4-2i
z,=4-i

Nar et komplekst tall z er avmerket i det komplekse
planet, kan tallet framstilles pa en annen mate. Vi kan
oppgi avstanden R fra punktet til origo, og vinkelen 6
mellom den reelle aksen og linja fra origo til punktet.
Se figuren til venstre.

X =Rcoséd

Re

R kalles modulus til z.
0 kalles argumentet til z.
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Av figuren ser du ogsa disse sammenhengene:

X = Rcosé y=Rsiné
x2+y2:R2 tané’zl
X

De to gverste likningene gir na:

z=Xx+Iiy =Rcos@+iRsind = R(cosd +isino)

Det komplekse tallet z er nd pa polar form (kalles ogsa trigonometrisk form).

Eksempel 7.3.2: Skriv det komplekse tallet
z=1-Ii
pa polar form.

Lesning: RP=x+y? = +(-1)’=2 = R=2
Alm fordi R mé veere positiv.
> tng=2-"1_1 = g-_14
o I Re x 1
! fordi z ligger i 4. kvadrant. Altsa er
R I 7 z=+/2(cos(~17)+isin(-17)).

Legg merke til at tallet
z, =-1+i

ogsa far R, =+/2 og tand, =-1. Men z, ligger i 2. kvadrant slik at &, = 2z . Derfor blir

2, =2(cos(27z)+isin(27)).

Nar du omformer tall fra standardform til polar form, bar du alltid lage en tegning. Ellers er
det lett & bruke en argumentvinkel som er 180° feil.

Oppgave 7.3.1, 7.3.2.

7.4. Eksponentiell form. Eulers formel.

Vi far na bruk for en sammenheng som kan virke temmelig merkelig. Sammenhengen kalles
Eulers formel. Et bevis forutsetter at du behersker Taylor-rekker, og vil ikke bli gitt her.
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Her er Eulers formel:

e’ =cos@ +isinéd

Dette betyr at du kan skrive

=R(cos@ +isind)=R-e"

Dette er den eksponentielle formen for et komplekst tall.

Eksempel 7.4.1: Skriv disse komplekse tallene pa eksponentiell form:

a) z=1-i b) z=—/3-i

Lasning:
a) Fra eksempel 7.3.2 vet vi at z=1—i har modulus R =2 og argument 6 =—=+7.

Altsder z=1—i=+/2e""

b) /G/Ak% R= \/(—\/5)2 +(-1)° =3+1=2.
L 3 L I
o ) 0 TRe tane_T——«/_ = =37

fordi z ligger i 3. kvadrant. Altsa er
L=~ Ea z7=2e"

Oppgave 7.4.1, 7.4.2.

Noen slike sammenhenger er sapass enkle at de virker helt merkelige, for eksempel disse:
i=e™  fordi det komplekse tallet z=0+1i har modulus 1 og argument 8 =+
~1=e" fordi det komplekse tallet z=—1+0i har modulus 1 og argument 8 = r.

—i=e" fordi det komplekse tallet z=0-1i har modulus 1 og argument 8 =<

Et komplekst tall endrer ikke verdi dersom argumentvinkelen gker med 27 , eller 4, eller
67, eller... Generelt har vi at:

e? = e'®*"27) der ner et helt tall.

Oppgave 7.4.3.
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Vi har tidligere sagt at de vanlige regnereglene for reelle tall ogsa skal gjelde for den
imaginzre enheten i. Men da ma ogsa potens-regnereglene gjelde for komplekse tall. Dette gir
oss flere nyttige regler:

Vi har to komplekse tall z, = Re'* og z, = R,e":.

Da blir:
z,-2,=R -¢% R, -¢% =R, R, -e**%)

z, R-e*

7, R,€* R,

7" =(R_ei¢9)n —R" .ei-nH

Rl ei(91_92)

Litt upresist kan vi si at:

e Vi multipliserer to komplekse tall ved & multiplisere deres modulus og addere deres
argumentvinkler.

e Vi dividerer to komplekse tall ved a dividere deres modulus og trekke argumentvinklene
fra hverandre.

Eksempel 7.4.2: Du har de to komplekse tallene
zlzl—i\/§ 0g Z,=—/3+1.

: z o o o - .
Finn z,-z,, =X og z,* pa standardform ved & gé veien om den eksponentielle formen.

Lasning: For z, far vi:

tan91:$ = G=-3ir

fordi z, ligger i 4. kvadrant. Da blir

7l

Z3=12ER
For z, far vi:

R,=2, tan02=L = 0,=32x

—/3
fordi z, ligger i 4. kvadrant. Da blir

gﬁl

Ll

z,=2¢

Altsa er
—L7i 27 ~27i+37i 17 .
2,-2,=2e 7% -2 =4e =4e*” =4i.

.
Z 2e " —Lai-5zi _7 o _
L= e = =cos(Lx)+isin(ix)=—1V3-1i.
22 2e€ﬂ'|

A (Ze_%”i )3 =8¢ =-8.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.

Grunnleggende funksjonsleere. Side 74
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|

Oppgave 7.4.4.

Vi kan ogsa utlede disse sammenhengene:

| Oppgave 7.4.50¢ 7.4.6 skal du prave a utlede disse formlene selv.

Oppgave 7.4.7.

7.5. Hvordan trekker du rgtter av komplekse tall?

Nar vi skal trekke regtter av komplekse tall, starter vi med a overfare tallene til eksponentiell
form. Framgangsmaten for & trekke kvadratrota av et komplekst tall er slik:

Start med 4 skrive tallet p& formen z = R-e”. Deretter blir:

Jz=12 =(R-e‘9‘)% =JR-e*" =R (cos4 +isin) .

Noe forenklet kan vi si at du trekker kvadratrota av modulus og halverer argumentvinkelen.

Men du far faktisk en lgsning til. For du kan jo addere 27 til argumentet uten at z endrer
verdi. Men +/z endrer verdi:

\/E Z(Re(0+27r)i)% _ \/E.e(%Gﬂr)i _ \/E-e%gi ™ = \/ﬁ'eéei '(_1)
=—JR(cosg +ising)

Altsa har vi at:

Legg merke til at nar du trekker kvadratrota av et komplekst tall, far du alltid to verdier med
motsatte fortegn.
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Beregn +/—1+i+/3 .

Lasning: Definerer z =—1+i+/3, og skriver z p& eksponentiell form:
2Im 2
2 2

ZI ______ L3 R= (—1) +(\/§) :g.
|
i tan 6 = ﬁ = 0=1ir
: 1T _ g
. R 0 fordi —1+i+/3 ligger i 2. kvadrant. Altsa er
| 2 .
: \, . z=2e".
1 0 1'Re Daer

—1+i\@=i(2e§”i);:iﬁ-eé”i:iﬁ(cos(%ﬁ)ﬂsin(%z)): f( +i —f)

Noen ganger kan det Ignne seg & bruke formlene for sinus og cosinus til halve vinkler:
1+cosé . 1-cosé
cos(4) =+ , sin(4) =+ .
2 2
Eksemplet nedenfor viser en anvendelse:

Eksempel 7.5.2: Beregn +-3+4i .

Lesning: Vi tegner inn z = -3+ 4i i det komplekse planet, og ser at
Al
Z, :§t_4i___¢_m R=+/(-3)"+42 =0+16 =5.
Da blir
R T cosg =2

|U1\N

| M+ g

+ e\ cos % /1+ cos@ 5
sin /1 cos@ [1- % \/7 \f

[

3 2 1 [0 1 Re
Vi bruker positivt fortegn pa bade cos( ) 0g sin % fordl Vi ser av flguren at £ blir liggende
i 1. kvadrant. Dermed har vi at

ﬁ:iﬁ(cos@)ﬂsi“(%)):iﬁ%“'%)

|
|
| 24 slik at
|
|
|
|
|

|u-|\oo

=+(1+2i).

Oppgave 7.5.1.
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Du lgser andregradslikninger med komplekse koeffisienter med den velkjente formelen for
lgsing av andregradslikninger. Om ngdvendig finner du kvadratrota av et komplekst tall pa
vanlig mate, slik eksemplet nedenfor viser:

Eksempel 7.5.3: Lgs likningen
7°+2iz-1-i=0.

Lasning: Du bruker den velkjente formelen:

22 4(1-1)  2isVArArd 2itVA N
7= 5 = > = > =—lxAI.

Men

Vi= J_r(e%”i )é = +e'" = +(cos(L7) +isin(17)) = +(3v2 +i-142),
slik at

z=-i+(342+i-142).
De to lgsningene blir da:

zl:§ﬁ+i-(—1+%ﬁ) og zzz—%ﬁﬂ-(—l—%ﬁ).

Merk at lgsningene ikke er kompleks konjugerte.

Oppgave 7.5.2.

Du kan ogsa trekke n-te rot av komplekse tall. Framgangsmaten er slik:

1. Overfor tallet til formen z=R-¢“"™*) m=0,1, .. n—1.

1
n

2. Yi=7"= (R'e‘(””“"z”)) _ R0 001 n-1.

3. Du far n lgsninger. Overfar disse til standardform.

La oss se naermere pa hva som egentlig star her. La oss trekke 5. rot (n = 5) som eksempel, og
spesielt holde gye med argumentvinkelen.

AlM
\ Vi starter med z =R-€", d.v.s. at z har argumentvinkel 6.
0
>
Re
AlM
Farst setter dum = 0, slik at ¥/z faren argumentvinkel
0 6, = %9 0. =1p
> oTsT
Re
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m S& setter du m = 1. Da fér ¥/z en argumentvinkel
0,=60,++2x 0,=20+%2r.

6, =>§9 Du legger altsd £ av et helt omlgp til den forrige
Re argumentvinkelen.

Neste gang setter du m = 2. Da far du
0,=20++-4r=10+%-2r,
slik at du legger til en ny femdel av et helt omlgp. Og slik fortsetter det oppover.

Men ndr m = 5, er det slutt. For da blir 6, =10 +32-27 =16+ 2z. Og denne argument-
vinkelen gir jo samme z-verdi som 6, =16 .

Dette systemet far du uansett verdi av n. Vi sammenfatter:

Lasning: Definerer z=-1=¢e" . De tre verdiene av -1 blir n&:

z, = (e”‘ )% _ b cos(iz)+isin(iz)=1+i-143.

7, =eb 2 _pri o g
1,2, i 57 a_a -
z, = el Fe) _ it _ cos(37)+isin($z)=4-i-1+3.

Oppgave 7.5.3.

7.6. Algebraens fundamentalteorem.

Takket vaere de komplekse tallene kan vi na bevise en setning som er sa sentral at den har fatt
betegnelsen algebraens fundamentalteorem:
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P(z)=ci(z-1)(z-1)(z-1,)
derry, ra, ..., 1, ernentydig bestemte komplekse tall.
Merk at koeffisientene c,, c,, ..., ¢, kan veere komplekse tall.

Vi skal ikke gjennomfare beviset her.

Av dette teoremet falger direkte:

Enhver n'tegrads likning har n lgsninger.

Noen av disse lgsningene kan riktignok veere like. Dersom likningen har q like lgsninger, sier
vi at denne lgsningsverdien har multiplisitet g.

Videre kan vi vise:

Dersom en n’tegrads likning bare har reelle koeffisienter,
er lgsningene enten reelle eller kompleks konjugerte par.

Oppgave 7.6.1.

7.7. Noen sluttmerknader.

Jeg kan godt forsta det hvis du synes at komplekse tall er noen merkelige greier. Men du skal
snart se at komplekse tall er svert nyttige, for eksempel nar vi skal lgse differensiallikninger.
Dessuten er faktisk komplekse tall et nyttig hjelpemiddel innenfor mange tekniske fag, ikke
minst innenfor elektroteknikk. Jeg vil imidlertid ikke ta opp slike anvendelser her.

De mest avanserte kalkulatorene kan regne med komplekse tall. Dersom du har en slik
kalkulator, kan du f& merkelige resultater som for eksempel at In(=2) = In2 + i stikk i strid
med var fasttemrede oppfatning om at det er umulig a ta logaritmen til negative tall. Vi kan
ogsa fa sinus- og cosinus-verdier som er stgrre enn 1 eller mindre enn -1. For eksempel gir
min kalkulator at arcsin2 =27 —1In (\/5 + 2)i . Jeg har laget et lite notat om komplekse

argumenter i funksjonsuttrykk der den nysgjerrige student kan finne forklaringen pa disse
raritetene.
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8. Blandede oppgaver.

Her finner du en liten samling blandede oppgaver. De fleste oppgavene har veert gitt som
eksamensoppgaver. Du finner lgsningsforslag ved a klikke pa oppgavenummeret.

8.1. Oppgaver.
Oppgave 1

Las disse likningene:

a) \/§sin(2x)+cos(2x):l, 0<x<2r.

b) sin(2x) =sinx, xe[0,27).
Oppgave 2

Las disse likningene:
a) eZX—l — 26X+1.
b)  (Inx)" -In(x*)=3

c) In(2x—-3)+In(x+2)=2Inx

Oppgave 3

a) Skriv de komplekse tallene nedenfor pa formen z =a+ib der i = V-1 erden imaginere
enheten:
) 2= 8+|_
3+2i
2-3i

“) Z:ﬁ

b) Las likningen
2 [

3z+1 - 27+9
og skriv svaret pa formen z=a+ib.

Oppgave 4

I disse oppgavene skal alle svar skrives pa formen z =a+ib der i =+/—1 er den imaginzre
enheten.

a) Finn 3.
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b) Finn I/-8i .
c) Tegninn tallet —2 + 2+/3i i det komplekse planet, og finn /-2 + 23i .
d) Los likningen z% +1-+/3i=0.
e) Etkomplekst tall z er gitt ved z =1++/3i.
Skriv z p& formen z =R -€", og bruk resultatet til & beregne
) z72.
1z
f Finn (i-+3) .
g) 1) Finn (L+i) og (~1-3i) .
I1) Finn z av likningen z° = -2+ 2i.
h) Skriv (%+% ?>i)27i pa formen z=a+ib.
Oppgave 5

Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere.

Side 80

| alle oppgavene nedenfor skal svarene skrives pa formen z =a+ib der i =+/-1 er den
imagineare enheten.

a)

b)

d)

Finn (3+i)%, og bruk resultatet til & lgse likningen
7 +(1-3i)z-4-3i=0.

Trekk sammen (3—2i)°, og bruk resultatet til & lgse likningen
2 +(1-4i)z-5+i=0.

Regn ut (1+3i)°, og bruk resultatet til & lgse likningen
22-(1-1)z+21-i)=0.

Vis ved a trekke kvadratrota at

V15+8i =+(4+1i),

og bruk resultatet til & lgse likningen
7 +(2-3i)z-5(1+i)=0.

Las likningen
22 -(3-i)z+(2-i)=0.
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Oppgave 6
| oppgave a, b og ¢ nedenfor er z et komplekst tall mens z er det kompleks konjugerte tallet.

a) Lws likningen
7°=7.

b) Las likningen
7 =27.
Merk av hvor lgsningene ligger i det komplekse planet.

c) Hvor i det komplekse planet finner du de tallene z som er slik at

7-25

z

d) Les likningssystemet
Z,+2, =i
2,:2,=2

Oppgave 7
Vinkelen @ ligger i 1. kvadrant, og er slik at

cosd = i .
13

Bruk bl.a. identiteten

cos(2v)=2cos’v-1
til & vise at da er

cOS (ﬁj __3

2) 13’

Bruk bl.a. dette resultatet til & finne

V5+12i.

8.2. Lgsninger pa blandede oppgaver.

Oppgave 1

a) J3sin(2x)+cos(2x) =1
J3(2sin xcosx)+(cos2 X —sin? x) =sin’ x + cos® X
2+/3sinxcosx — 2sin®x =0
sin x(\@cosx—sin x) =0

Her er enten
sinx=0 & x=0vx=nrx

eller
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Boosx—sinx=0 < V3-2"X_0 o tnx=v3 o x=Zvx=izp
COS X 3 3

Likningen har altsa de fire lgsningene
X=0,X=27, X=7,X=4%7.

b) sin(2x)=sinx < 2sinxcosx—sinx=0 <« sinx(2cosx-1)=0.
Her er enten
sinx=0 < x=0 v x==x,
eller
2c0sx-1=0 < cosx=3 < X=37 VvV X=21-%=27.
Lesningsmengden er altsa

{0,%72',72',%72’} .

Oppgave 2
a) et =2 o In(e”)=In(2e") < 2x-1=In2+(x+1) < x=2+In2

b) (Inx)z—ln(xz):B o (Inx)2—2Inx—3:0

2 <—z>2—4<—3>=zi4={§

Inx =
2 2 |
x=¢ v x=g¢g'
9 In(2x-3)+In(x+2)=2Inx < In((2x-3)(x+2))=In(x*)

& 22X +Xx-6=X> < X+x-6=0

Tl -4(-6) :_115:{ 2

2 2 -3
Lesningen x = -3 kan ikke brukes, fordi vi da far logaritmen til et negativt tall i den
opprinnelige likningen. Den eneste brukbare lgsningen er derfor x = 2.

Oppgave 3
8+i (8+i)(3-2i) 24-16i+3i-2i® 26-13i :
al)  z= - = : ~ = = =2-1i.
3+2i (3+2i)(3-2i) (9_4i2) 13 —
Lo a\(i o w2 a B
all 2:2__3|:(2_ 3i (.|+1):2|+2_2 §°-8i _5-i_ 5 1.
i-1  (i-1)(i+1) i-1 -2
b) 2 1 o 4418=3zi+i o (4-3i)z=-18+i
3z+1 2z+9
Z_—18+i_(—18+i)(4+3i)_—72—54i+4i+3i2_—75—50i__3_2i
C4-3i 0 (4-30)(4+3i) 25 B ==
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Oppgave 4
a) 4im
1% Ser av figuren at modulus R =1 og argumentvinkel € =+
7 =i Siden vi kan gke 8 med n- 27, blir
R=1 i=1-e5"" der n=0,1, 2, -
slik at
R L, 3/—_( (L+2n)7i )% __(+2n)zi
" Re i=\e =e .

n=0: i =e 7 Z g =cos(iz)+i-sin(iz)=1v3+4i.

n=2: i/fze(%%‘Z)”i:eg”i:cos(% )+i-sin(37)=-i.

A
" Ser av figuren at modulus R =8 og argumentvinkel
P —> 9 =—17.Siden vi kan gke & med n- 27, blir
y g Re 2
i—1.e ") der n=0,1,2, -
slik at
RZ_:S_gi 3781 =(gel 77 )" = (22)" gl H30)

-8% _ze(}as)'

n=0: Y—8i =260+ 37 _ pg i _ 2(cos(~2z)+i-sin(-i7))=1v3-1i.

n=

1: Y-8i =26+ :Ze%”i:2(cos(%7z)+i-sin(%;r)):Zi.

n=2: 3-8i = 2¢*#? ™ =26 =2(cos(Lx)+i-sin(Z7))=-13 - 1i.

c)

Alm Ser av figuren at modulus

z=-2+23i >
23 R=y(<2)’ +(243) = Va+12 - 4

0g argumentvinkelen & er gitt ved

l 2

|

! tan@—%——\/g o 0=
|

|

1

0
\ l—»  Siden vi kan gke @ med n- 27, blir
2 2 Re

2=-2+23i =465 Z gl o1,
Da blir

\/E _ (48(%+n)-2ﬂ'i)

eller

J7 = (geltmen ) _ pgltet 2(cos(4x)+isin(47)) = 2(~2 +i-(~243)) = —L-iv/3.

Nl

= 26l = 268" = 2(cos(1 ) +isin(Lx))=2(5+i-2v3) =1+iy3
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d) Alm 7 +1-43i=
= _1+ \/§I \/_ ;z'+n 2;[ (l+n)~2ﬂ'i
—_—— —\/§ :—1+\/§| 2263

Mellomregnlnger.

11 R=y(-1?+(\3) =Va =2,

R tane—\/—:—x/_ o 0=

[
»

Siden vi kan g| o tillegg pa n- 27, blir:

|
I
-1 1 Re

Vz =(2¢8 %) = 26O = 26t = (2 (cos () +isin (1)) = V2 (% +i-243)
—12(1+i/3)

eller
J7 = (262 )" _ pelie —\/—(cos( )+isin(§7z)):x/§(—§+i~(—§\/§))
—%\/5(1+ix/§)
e) Alm - Z—l+\/§| (Lz+n-27)i =2e(%+2n)ni.
\/g__z__:_l_+_\/§l Mellomregnlnger.
2
| R=y1+(3) =4=2,
1 |
! i tanezézx/é & O=ir.

% | Da blir

! R: _ 2 (3+2n) ﬂi) 3( (5+2n)i )73=(%)3e(—1—6n)7ri =%e—ni

_i(cos( z)+isin(-7)) =1(-1+0i) = -1

8

\/E(cos(%zz)nsin(%;z))=ﬁ(§ﬁ+§i)=§f(ﬁ+|)
\/E(cos(%yr)+isin(%zr))=x/§(—%\/———|) —%\/_(\/éﬂ)
K 2 =3 +i _A_Im (i-v3) =(v3+i) =(265) =20

Mellomregninger:

% R=y(—3) +12 =4 =2,

_3 1 R(; tan@-T— 1\/_ & 0= %

Siden vi kan legge til eller trekke fra n- 2z pa argumentvinkelen @, er

Frobrli _ o3 _ cos(2x)+isin(2z)=0+i-(-1) =i

III

eﬁ :e(ﬁ
Dermed blir
(i—v3) =2°-e¥ = _512i.
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Vi ser av figuren at
1+i=+/2e""
Da blir
(1+1) =(V26i) = 276t
> =2v/2(cos(3x) +isin(27))
=2y2(-4V2 +i-342) = 2+ 2i

Am Vi ser av figuren at

/\ —1—\/§i _ 2e%”i
o > fordi

R=\(<1) +(—3) =4 =2

0g
z=—1-+3i tané?:%:x/g < O=ir+rn=%r.
- V31— Da blir
4 10 40 i 40_192) 7i A0
(—1—\/§i)10=(2e5’“) _ol0 37 =210.e(3 12) —ol0 o3

=2(cos(4x)+isin(47))= 2°(~1-i-3v3)=—2°(1++3i)

1
I

gl) Z2=-2+2i=1+i) o z=Y-2+2i=1+i

der jeg har benyttet resultatet fra del | av oppgaven. Vet ogsa at det er to lgsninger til, som
har samme modulus som den Igsningen jeg har funnet, men der argumentvinkelen gker

med 1-27 =27 for hver lgsning. Jeg finner ogsé disse lasningene ved & benytte resultater
fra del | av oppgaven, og benytte en spesiell faktorisering for & slippe & benytte 6 =17 :

7, =1+i=2e""

2, =268 ) — 26t e = (14 i)(cos(27) +isin(27)) = (1+i)(-++143i)
=1L Bi-1i+ 1307 =—1(1++3) + (3 -1)i

2, =2e 7" = 26t 68" = (L+)(cos(47) +isin(47)) = L+ ) (1~ 1/3i)
= —1_13i-1i-13i?=1(J3-1)-1({3+1)i

h) ma 1.1 /3] Vi ser av ti/gurenlaﬁ
L34 1413i=e"
i : fordi
| 2
| R=\(@) + (18] = i+i=1
| Og
|
O\ | ke 3 1
1 tanQ:T:\@ & O=37
2
Da blir
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(2+143i) =(e ) o gl gt e'" (cos(27) +isin(27))
1

=¥ (-5+1338) = e (14 13)

Oppgave 5
a)  (3+i)=9+6j+i’=8+6i.
2’ +(1-3i)z-4-3i=0

~(1-3) % J(1-3))' ~4(-4-3)) _3i-1+i-61-9+16+12)

=

2 2
2+4i 14 9]
_3i—1i\/8+6i_3i—1i(3+i)_ 2 ==
2 2 -4+ 2i
=—2+I
2

b)  (3-2i) =9-12i+4i*=5-12i.
2’ +(1-4i)z-5+i=0

- ~(1—4i)+J(1-4i) —4-(-5+i) 14 4i+1—8i +161" + 20— 4

2 2
_—1+4i+5-12i -1+4ix(3-2i) | 1+i
- 2 - 2 C]-2+3i

©)  (L+3i)" =1+6i+9i* =6i 8.

22 -(1-i)z+2(1-i)=0

_1—ii\/(1—i)2 -8(1-1) 1-ix1-2i+i’-8+8i _1-ix6i-8

7=

2 2 2
1-i+1+31  2+2i 1
C1-ix(1431) > T, =
2 1-i-1-3i _ 4 _ _oj
2 2 =

z=15+8i=R-e".
! Ser av figuren at
: R =+/15% + 8% =17.
. Dablir
| 15 Re cosf =12.

J15+8i =(R-€")" = VR (cos(16) +isin(10)).

Benytter na at
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cos(2 /1+ cose /1+ 7 /f§ /
1-cosf _ - ﬁ 7
sin( +,| - /_ /

H—

Ser av figuren at bade sm og cos ma veere p03|t|ve Da blir
V15+8i = \/7( j 4+|
NN
Ved a gi @ ettillegg pd 27, far vi ogsa lgsningen
V15+8i =—-4-1i.

?+(2-3i)z-5(1+i)=0

L —(2—3i)i\/(2—3i)2+4-5(1+i)  —2+3i+/4-12i -9+ 20+ 20i
2 2

_—2+3Hnﬁ5+8i_—2+3Hi4+i)_{1+m

2 B 2 34

e) 2 —(3-i)z+(2-i)=0

, 30 ir\/(3—i)2 ~4(2-i) 3-i+/9-6i-1-8+4i 3-i+-2i
2 2 2 '
Im Figuren viser at
i = 27"

W Re slikat

2 = +V2(1V2 +i-(-142)) = 2(1- )
Da blir
3—i+1-i
__3-ix(1-) ;=
2 3—i—1+|:l
2 =
Oppgave 6
a) Skriver z pa formen
z=R-€".
Daer
Z=R-e",

slik at nar z®> =7 far vi
L \2 . . i
(R'elg) :R'e_lg Py RZ.eLZHZR‘e—IH'
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Likningen er oppfylt nar bade amplityder og fasevinkler er like pa begge sider, d.v.s. nar
R°=R < R=0 v R=1

samtidig som
20=—0+n-2r < 30=n-2r & O=n-

wl|n

T .

Dette gir lgsningene

z,=e" =cos(2z)+isin(27)=-L1+i-143,

=" = cos(4x)+isin(47)=—1-i-143,

N

3

Z4 — e3'%”i - e27ri —

1=

Alternativ: Setter

Z=X+ly & Z=x-1ly
slik at likningen blir

22=7 o (x+iy) =x-iy o xt+2xy-i-y*=x-iy.
Na skal realdelene vaere like og imaginardelene veere like pa begge sider av likhetstegnet.
Da far vi likningssystemet

X' —y? =X

2xy=-y < 2xy+y=0 < y(@2x+1)=0 < y=0 v x=-1i.

Setter disse to mulighetene inn i den gverste likningen:
y=0: x*-0°=x & xX*-x=0 o x(x-1)=0 < x=0 v x=1.

2
=t (¥t e yoirist e yoibf

Dette gir de samme lgsningene som far.

Skriver
z=R-€".
Da blir
z=R-e?,
slik at vi far
7% = 22 P (R . ei0)2 =2R. ei(’gﬂ]'z”) = RZei-26 —2R. ei(—o9+n-2;r) .
Dette gir

R®=2R < R=0 v R=2.
Samtidig ma vi ha

20=—0+n-27r & 30=n-27r < 6O0=in-27 & O=<irx
4
3
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Alternativ: Dersom vi skriver z = x +1iy blir z=X- iy, slik at vi far

=271 < (x+iy)2:2(x—iy) & X 4i-2xy -y =2x—-i-2y.
Dette gir

x? —y? =2x
samtidig som

2xy=-2y < y=0 v x=-1.
Dersom y =0, blir

xX*-0=2x < x=0 v x=2.
Dersom x =-1, blir

P-y*=2-(-1) & y'=3 & y=+3.
Dette gir lgsningene

21=0+_0i' Z2:2+_0i'

23:—1+\/§i, 24:—1—\/§i.

Im

Re

c) Nar z=x+iy, blir Z=x—iy. Dablir
4

I=— & 7-1=4 & (x+iy)(x-iy)=4 < x*+y’=4.
z

Dette er en sirkel i det komplekse plan med radius R = Ja=2.

Alternativ lgsning: N&r z =Re'’ ,er Z=Re ™",
4

7=— < 7-z=4 < Re’%Re“=4 o R%e =4 & R=2
4
Alle komplekse tall som har modulus R = 2, uansett argumentvinkel, tilfredsstiller
kravet.
d) L+2,=1 < 7,=i-1

2,2,=2 < 1(i-2)=2 & i-z,-2°=2 & 1/-i-z,+2=0

Z _iim_ii@_iﬂi_{&i

' 2 2 2 —i
Dette gir lgsningene:
=2 & 7,=1-7=1-2i=-.
z=-1 o 7,=i-z=i-(-)=2i.
Oppgave 7

Setter v=36. Da blir
cosf=2cos’($0)-1 < F=2c0s’(10)-1 < 2cos’(40)=1+3=%
&

13 13
< cos’(10)=% cos(%9)=%

Videre blir
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sin(£6)=1-cos*(£0) = 1-% = f f

Fortegnene folger av at vmkelen ligger i 1. kvadrant.

Figuren til venstre viser det komplekse tallet

LL™ 2=5+12 z=5+12i=R-e"
! der
i R=+/5"+12° =+/25+144 = /169 =13
| 0g
RI cosf ==
: Da blir
| 1 ilo
| J(5+12i) =(13¢")° = /13"
|
> | =+/13(cos(10)+isin(10))
|
|
| [ = i .L i
5 s> =i3( g +i ) =3+2i

Dessuten har vi lgsningen
(5+12i):(13ei(6+2”))% J13-€477) = 13 (cos(£0+ ) +isin (16 + 7))

=13(~cos(46)+i(-sin(46))) = V13(5+i- %) =3-2i

w
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9. Oppgaver i teksten.

Her finner du alle oppgavene som det er lenker til i teksten. Du finner lgsningsforslag ved a
klikke pa oppgavenummeret.

9.1. Oppgaver.

Oppgave 1.1.1
Bestem starst mulig definisjonsmengde og tilhgrende verdimengde for disse funksjonene:

) ()=

b) f(x)=+v25-x".

Oppgave 1.3.1

For hver av funksjonene nedenfor skal du tegne graf, pavise at funksjonen har en invers
funksjon, finne funksjonsuttrykket for den inverse funksjonen, og finne definisjons- og verdi-
mengdene til den inverse funksjonen.

a) f(x)=+vx*-4, D, =[2, ).

b) f(x)=1+;, D, =(1, —).

Oppgave 14.1
Undersgk om funksjonene nedenfor er jamne, odde, eller ingen av delene.

a) f(x)= sz_l.
b) f(x):xxlix.
c) f(x):sxz—%
d) f(x):(xz—l)(Zx—%j.

Oppgave 2.1.1

Tegn grafen til den rette linja:
a) y=3x+1

b) x+y=2

c) x=3

d) x+2y-4=0
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Oppgave 2.1.2
a) Hva blir likningene til den rette linja som:
1)  Har stigningstall k =2 og gar gjennom punktet (-1,3)?

2)  Gar gjennom de to punktene (-1, 4) og (2, —2)?

b) Nar et batteri leverer en stram pa 2.5 Ampere, er spenningen mellom batteripolene 12.2
Volt. Nar batteriet leverer en stram pa 15.0 Ampere, er spenningen mellom batteripolene
11.7 Volt. Finn polspenningen U som funksjon av stremmen 1.

Oppgave 2.2.1

For funksjonene nedenfor skal du finne asymptotene ved hjelp av en polynomdivisjon, og
deretter tegne en skisse av grafen til funksjonen.

—ix*+2x-1
f __2
a) f(x) -
2x% —3x
b f =
) f()=—

Oppgave 2.3.1
Skisser grafen til disse funksjonene:

x—1 nar x<1
a) f(x):{

(x-1)° ndr x>1
2—x> ndr x<0
b) f(x)=92-2x ndr 0<x<2
-2 nar x>2

-1x*—x+1 nar x<0

c) f(x)= 1-x nar 0<x<2
—3+i nar x>2
X

Oppgave 2.3.2

Funksjonene nedenfor har starst mulig definisjonsmengde. Skriv funksjonene pa
intervallform, og tegn grafen.

a) f(x)=x:|x

21
b) f(x)=|);|+1
c) f(x)=@
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Oppgave 3.1.1
a) Regn om fra grader til radianer:

157, 757, 165°, 51.9°.
b) Regn om fra radianer til grader:

Eﬂ', 17[, 0.438, 2.57.
12 12

c) Fyll ut de rutene som mangler i tabellen nedenfor:

Grader 30 60 90 120 180

Radianer z z — — —
6 2

NG

Oppagave 3.5.1
Finn de vinklene v som tilfredsstiller disse kravene:
a) cosv =1, 0<v<2r.

b) tan(2v) =1, 0<v<2r.

Oppgave 3.6.1
Las likningene nedenfor, nar grunnmengden er [0, 27:) :

a2
a) sin“x =3
b) sin® x = 3cos” X
2 2 —
C) tan x—ﬁtanx_l

Oppgave 3.7.1
Finn eksakte uttrykk for sin(15°), cos(15°) og tan(15°) ved & benytte at 45" —30° =15°.

Oppgave 3.7.2
Vis at: sin(3v) =3sinv—4sin’v
cos(3v) = 4cos®v—3cosv
3tanv—tan®v
1-3tan®v

tan (3v) =

Oppgave 3.7.3

a) Bestem eksakte verdier for sin(%), cos(%) og tan(%) nér du vet at cosv=—1% og
velOo, r].

b) Bestem eksakte verdier for sin(%), cos(%) og tan(%) nér du vet at tanv=—-+/5 og

Ve [%72, 27[] .
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Oppgave 3.8.1

Skisser grafen til disse funksjonene:
a) f(x)=2sin(x+%)

b) f(x)=cos(zx—2r)

c) f(x)=2sin(2x-%)

Oppgave 3.8.2

Skriv disse funksjonene pa formen
f(x)=Asin(k-x+¢):

a) f (x) =sinx +cos x

b) f (x) =sinx—~/3cosx

c) f (x) = —/3sin(2x) — cos(2x)

Oppgave 3.9.1

Las likningene nedenfor. | alle disse oppgavene skal du anta at x [0, 27r>.

a) cos(2x)+cosx =0
b) 2sin(2x) +sin*x+3cos’* x =0
c) cos(2x) +~/3sin(2x) =1— 2+/2sin x

Oppgave 3.9.2
Las disse ulikhetene nar x [0, 27r> :

a) sin?x <1
b) sin(2x) > sin x

Oppgave 4.3.1
Finn x av disse likningene:

a) 2"=16.
b) 3 =+27.
c) 4*=32.
d) 32*=8.
e) 9" =1.

Oppgave 4.3.2
Finn x av disse likningene:
a) 2%4+2°-2=0
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) 2-2.2 11 g
4 4

¢) 9°-10-3'+1=0

Oppgave 4.3.3
Las disse likningene:
a) 1.08"=1.50.

b) 22)(—1 — 3X+1 '

¢) 5672=(3).

Oppgave 4.4.1

a) En bakteriekultur gker med 10% pr. time. Hvor lang tid trenger kulturen til & ske med
50%7?

b) En annen bakteriekultur er gkt med 60% i lgpet av 2 timer. Hvor lang tid gar det for
kulturen er blitt tredoblet?

Oppgave 4.4.2
I et land bor det to folkegrupper, som vi skal kalle A og B.

I 1990 tilhgrte 90% av befolkningen gruppe A, mens de siste 10% tilhgrte gruppe B. Na gker
gruppe A med 0.5% pr. ar, mens gruppe B gker med 2% pr. ar.

I hvilket ar vil de to gruppene vere like store hvis den prosentvise veksten holdes konstant, og
hvor stort er landets folketall da blitt i forhold til folketallet i 19907

Oppgave 4.4.3
En funksjon er gitt ved
y="f(t)=A-e* der k>0.
a) Visat det tar en tid
In2

T=-2
k

far funksjonsverdien er blitt halvert.
b) Vis at funksjonen kan skrives

y="f(t)=A(3)
der T er halveringstiden fra del a ovenfor.

Oppgave 4.4.4
Stralingsintensiteten fra et radioaktivt materiale er gitt ved formelen
1(t)=1,e"
der t er tiden som er gatt fra et gitt start-tidspunkt, og T er halveringstiden for stoffet.
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For karbon-isotopen *C er halveringstiden 5730 &r. En arkeolog far malt **C -innholdet i et
trestykke, og far oppagitt at stralingen fra denne isotopen er redusert til 71% av opprinnelig
niva. Hvor lang tid er det siden dette trestykket var en del av et levende tre?

Oppgave 4.6.1

Las disse likningene:

a) Inx=In(2-x).

b) Invx=2.

c) Iog3(x2+2)—log3x:1.
d) 2In(x-1)=Inx+In(2x-1).

Oppgave 4.7.1
Vis at:
a)  cosh(x+y)=cosh(x)-cosh(y)+sinh(x)-sinh(y)

b)  sinh(x+y)=sinh(x)-cosh(y)+cosh(x)-sinh(y)
) cosh(2x)=cosh’(x)+sinh?(x)

=1+ 2sinh?(x)

=2cosh?(x) -1
d)  sinh(2x)=2sinh(x)-cosh(x)

Hint til a) og b): Ta utgangspunkt i hgyre side av likhetene.

Oppgave 5.2.1
Bestem disse grenseverdiene:

a) lim X —3X
x—3 X2—9
2
b) lim x2+3x+2
x>2 X°—X—6
c) Iim\/;_1
x>l x—1

Oppgave 5.3.1

Bestem disse grenseverdiene:
Xx+1

a lim -2

) > lyx+5-2
_ 2_ 2

) limd=YeX —a

X—a X_a
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Oppgave 5.4.1
Bestem grenseverdien:

im (x-sin ).

Oppgave 5.5.1
Bestem disse grenseverdiene

2x% —x+1
a) im———
x—o X° 43X —2
b) ”mw
x=m X% 4 X —2
X—>00 X_l
23
o lim 2
x>0 X° —3X+1
0 X*—x+1

im—————
X—o X* 43X — 2

Oppgave 5.5.2
Bestem disse grenseverdiene

a) Iim(\/x2+8x—x)

X—0

b) Iim(\/4x2+x—\/4x2—x)

X—>00

Oppgave 6.1.1

Undersgk om disse funksjonene er kontinuerlige for alle x e R, og tegn grafen til
funksjonene:

2) f(X)={

sinx ndr x<0
e*—1 ndr x>0

0 nar x<0
b) f(x)=41-cos(zx) nar 0<x<1
X+2 nar  x>1

0 nar x<0
c) f(x)=qtanx nar 0<x<z
sinx nar x>rx
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Oppgave 6.1.2
a) Finn (om mulig) en konstant a slik at funksjonen f blir kontinuerlig for alle xe R :

3—x ndr x<1
F(x)= a-x> nar x>1

b) Finn (om mulig) to konstanter a og b slik at funksjonen f blir kontinuerlig for alle xe R :
cosx nar  x<0
f(x)=4ax’+b ndr 0<x<2
ix—-2 ndr x>2

Oppgave 6.2.1
Vis at funksjonen
f(x)=x"=x*-2x+1
ma ha et nullpunkt mellom x =0 og x =1. Finn deretter en lgsning av likningen

x*—x*-2x+1=0, 0<x<1
med minst 2 desimalers ngyaktighet.

Oppgave 7.1.1
Hva blir z* nar:
a) z=3-2i
b) z=i-2

Oppgave 7.1.2
Vis at (z*)*: z.

Oppgave 7.2.1
Trekk sammen:

a)  2-4i+i(2i-1)
b)  (3i-2)-(1-4i)
0 (1-2i) —(2+i)
d  (2-i)-(i+1)

1+i
©) 2 —4i
(i-2)
D 1-3i
Oppgave 7.2.2

Las disse likningene:
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a) 1+2i-z=(2z-1)(2+i)
b) I+ ?z -1 _ 2— z
2i+1 1-2i
22+31 z+2i-1
c) — = .
1-2i 3+4i

d) 2z*-1+i=2+2i(z—-2z%)

Oppgave 7.3.1

Tegn de komplekse tallene nedenfor inn i det komplekse planet, og skriv dem deretter pa
polar (trigonometrisk) form.

a) z=~/3-i
b) z2=-2+2i
c) z=-1-/3"i

Oppgave 7.3.2
Skriv disse tallene pa standardform:

a) z:ﬁ(coszﬂsin%j

Oppgave 7.4.1
Skriv disse tallene pa eksponentiell form:

a) z=1+i

b) z=+3-i

) 7=-2+23i

d) z=-1-+/3i

e) z=—243+3i

Oppgave 7.4.2

Avmerk tallene nedenfor i det komplekse planet, og skriv dem pa standardform:
a) 7 =2

b) z=g:"

c) 7=gi"

Oppgave 7.4.3
Vis (gjerne ved hjelp av figurer) at disse sammenhengene gjelder:
a) j=e"
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b) ~1=¢"
c) —j=g"
d) e =e'®*"27) der n er et helt tall.
Oppgave 7.4.4
Du har gitt de to komplekse tallene
7, =i og z,=-1-i-143.

a) Skriv z, og z, pa eksponentiell form.
b) Finn deretter:

1) -,
)y A
2
3 1
) %

Skriv svarene pa standardform.

Oppgave 7.4.5

a) Vis (med utgangspunkt i € =cosé@ +isind) at
e =cos@ —ising.

b) Vis at

eia9
cosd =

+e?

og at
—i6

0 _ o

sin@ = € -
21

Oppgave 7.4.6
Ta utgangspunkt i at
cos@ +isin@ =e"
og utled Moivres formel:
(cos@ +isin@)" = cos(n@) +isin(nd).

Oppoave 7.4.7
Sett n = 2 i Moivres formel, og utled formlene for sin(28) og cos(26).

Oppgave 7.5.1
Trekk kvadratrota av disse komplekse tallene:
) 7=1-+/3i
b) 7 =12 —5i
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C) z=-1+i
d) Z=-7+24i

Oppgave 7.5.2

Las disse andregradslikningene:
a) 2 +(1-i)z-i=0

b) 2 -3(1+i)z+5i=0
c) 72 —(2+4i)z-6=0

Oppgave 7.5.3

Finn:
a) V-1
b) 3—i

<) Y-1-i3

Oppgave 7.6.1

Hvorfor ma en 3.gradslikning med reelle koeffisienter alltid ha minst en reell lgsning?
Kan den ha to reelle lgsninger og en kompleks lgsning?

9.2. Lgsninger
Her er lgsnigsforslagene til smaoppgavene i teksten.

Oppgave 1.1.1.
1
a f(x)= .
Vi kan ikke ha null i nevner, slikat x> —4=0 < x=#+2.Mer formelt:
D, =R\{-2,2}.

Vi ser at nar x — +2, vil nevneren ga mot null slik at hele brgken gar mot +o. Vi ser
0gsa at nar x — oo, vil brgken ga mot null. Men brgken kan aldri bli ngyaktig lik null.
Derfor er

V, =R\{0}.

b) f(x)=v25-x*.
Vi ma ha et ikke-negativt tall under rottegnet, slik at
25-x*>0 o x*<25 < -5<x<5.Merformelt:
D, :[—5, 5].
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Vi ser at f har sin starste verdi nar x=0. Daer f (0) = \/ﬁ =5. Videre har f sin minste

verdi nér x=+25. Daer f(+5)= 25—(J_r5)2 =0. Derfor er
Vv, =[0,5].

Oppgave 1.3.1

a) f(x)=vx*-4, D, =[2,-).
Vi ser av funksjonsuttrykket at jo starre x blir, jo sterre blir f (x) . Altsa er f strengt
voksende og har derfor en invers funksjon.

Videre ser vi at Ay
£(2)=2" -4 =0, slikat !

vV, =[0, -). 4}_
Da vet vi at 3_“
D, =V, =[0, ), 1
og at - T
V., =D, =[2,5). T 5 ex

For & finne funksjonsuttrykket for f*, setter vi

y=Vx—4 o y=x-4 o X=y+4 o x:\/m.
Ombytting av x og y gir

f=(x)= I +4.
Grafen til f er tegnet med tykk strek, og grafen til f er tegnet med tynn strek i figuren til
hgyre ovenfor.

b) f(x):1+§, D, =(1, —).

Braken 3 har verdien 3 nar x =1 slik at f (1) =1+3=4. Nar x gker, vil brgken bli stadig
X

mindre og ga mot null nar x — oo, slik at f (x) —1 nar x — . Derfor er f strengt
avtakende, og har en invers funkjon.

Av resonnementet ser vi direkte at leA

Vi=Dp.={L4), ol

og at o NI

Vf,1 =D, :<1,oo> 1

=t ni

For & finne uttrykket for f, setter vi 2T
0 L R N S
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y=17LE & g—y—l < 3=x(y-1) < x=i
X X -1
Ombytting av x og y gir
3
= (0 =——.
' XL

Grafen til f er tegnet med tykk strek, og grafen til f ™ er tegnet med tynn strek i figuren til
hayre ovenfor.

Oppgave 1.4.1
2x* -1
f = :
0 (=2
2
f(-x)= 2(_)?( -1 Zxx_l——f(x) slik at f er odde.
X® —2X
b f = :
) ( ) X+1
XY _2(— 3
f(—x):( x)" —2( x)= X +2X.
(-x)+1 —X+1
Viserat f(—x)# f(x),ogat f(—x)=—f(x).Altsderfverken jamn eller odde.
2
f(x)=3x2-Z<.
c) (x)=3x .
2
f(—x)=3(—x)" ———=3x*+=
(%)

e e s S )
= -y 25 =109

Altsé er f odde.

Oppgave 2.1.1

a)
y=3x+1.

Stigningstall k =3, skjeering med y-akseni y=1.
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b) X+y=2 & y=-X+2. T
Stigningstall k = -1, skjering med y-akseni y=2. \
2

C) X=3.
Rett linje vinkelrett pa x-aksen med fast verdi x = 3. %

'

[N
N
=)
o+
Ul
>

d)
X+2y-4=0 < 2y=-Xx+4 & y=—2Xx+2.
Stigningstall k =—2, skjeering med y-akseni y =2.

Oppgave 2.1.2
a) 1) y-3=2(x-(-1)) © y=2(x+1)+3=2x+2+3
& y=2X+5

2) y_4:Z_E(ii)(x—(—l)):%(x+1):—2(x+1)=—2X—2
& Yy=-2X-2+4 & y=-2x+2
) U—Ulzuz_ul(l—ll) < u—12.2:M(|—2.5)
-1, 15.0-2.5

< U-122=-0.04(1-25) < U=-0.041+0.1+12.2
< U =-0.041+12.3

Oppgave 2.2.1

a _1y?yox—
) f ()= Lx? +2x -1
X—2
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(—1x° +2x—1):(x—2)=—%x+1+$
~(-1%* +x)
x—1
-(x-2)
1
Vi far skrd asymptote y =—1x+1,

N

og vertikal asymptote x—2=0 < x=

b) 2x% —3x
f(x)= .
(X)==—
1

2 . _ I
(2x —3x).(x—1)_2x 1 1

~(2x* - 2x)
- X
—(—x+1)
-1
Vi far skrd asymptote y =2x -1,

-

og vertikal asymptote x—-1=0 < x=

Oppgave 2.3.1

a) x—1 nar x<1
f(x)=

(x=1)° nar x>1

2-x> ndr x<0
f(x)=92-2x ndr 0<x<2
-2 nar x>2

b)
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-1x*—x+1 nar x<0
©) f(x)= 1-x nar 0<x<

—3+i nar x>?2
X

Oppgave 2.3.2
X- X=X nar x>0

f(x)=x-|x|=

2) (%) X {x-(—x):—x2 nar x<0
Grafen er tegnet med tykk strek pa figuren til
hayre.

b) Vi ser at siden |x| aldri kan bli negativ, kan nevneren aldri bli lik null. Da har vi at

M:X_l nér x>0
x* -1 24T

f(x):|x|+1: (x+1)(X—1):(X+1)M:_x—1 ndr x<0
-X+1 —M

Grafen blir slik:

¢) Funksjonen er ikke definert nar x = 0. Videre ser vi at
1-X=1-x ndr1-x>0 < x<1,d.v.s. ndr xe(«,0)u(0,1].

Vi ser ogsa at
1-X=-(1-x)=x-1ndr1-x<0 < x>1.

Vi summerer opp:

]'__Xzi_izi_l nar xg<<—,0>u<0,1]
f(x)=H= x oo X
X x21 x 1 01 e w1
X X X X
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Grafen er tegnet med tykk strek pa figuren til
hayre.

Oppgave 3.1.1
a) Fragrader til radianer:

9V oL l9
180 =« 180
Setter inn:
0=15 < VIE'ﬂ':iﬂ
180 12
g=7%5 < V=E- :i
180 12
180 12
g=519 < V=i'9-7zz0.906.
180

b) Fra radianer til grader:

g Vv 180
~=— & g="—-V
180 T
Setter inn:
V=—r < 2@'37221950.
12 T 12
V=—1 & g=@-1ﬂ=105°.
12 T 12
v=0438 < ¢ 2@-0.438z 25.1°.
T
v=257 < ¢ :@-2.57 ~147.3.
T

c) Bruker samme metode som ovenfor (dropper detaljer). Resultatet blir:

Grader 30 45 60 90 120 135 150 180 270

r |z | ZE | Z | E 3
3 1 2

Radianer z
6 3 4 6 2

i
4
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Oppgave 3.5.1
a) Vivetat arccos(1) =2 fordi cos(Z)=2. Altsa har vi en lgsning v=%.

Men vi vet ogsd at cos(—v) = cosv, slik at cos(-%)=1.

Men —Z ligger utenfor omradet 0 <v < 2. Vi legger derfor til 27, og far lasningen
V=—1427=27.

Legsningsmengden blir da (%, %ﬂ) :

Dette er illustrert nedenfor:

Cosv

»
>

w|N

wl|o

iy

cosV

N |

b) Her ma vi vaere oppmerksomme pa at nar v e [O,27z> ,Mma 2ve [0,47z> . Videre vet vi at

nar tan(2v) =1, er

_z _z
V=4 & v=7.

Videre vet vi at tangens-funksjonen er periodisk med periode 7. Da far vi disse
Igsningene:
v== +ﬂ——ﬂ & V=

|oo|u1

2V——+2ﬂ_—ﬂ e

oo|®
Iw |

N=Z+3r=271r < v=2r.
Lesningsmengden blir da (%, 5w ir, %ﬂ)
Oppgave 3.6.1
a) sinx=1 < sinx=4% %:i%-%:i%\/ﬁ.

Vivetatndr x =2 er sinx :%\/5 . Altsé har vi en lgsning x =Z.

Men vi vet ogsd at sin(z —v) =sinv, slik at vi ogsé har en lgsning
X=r—-%2=2r.
Vi vet ogsd at sin(—v) = —sinv, slik at nér sinx = —1+/2 er x=—%. Men denne
Izsningen ligger utenfor omrédet [0, 272'> . Vi far isteden disse to lgsningene innenfor
omradet:
x=rx—(-

I)_%_fordl sin(z —v)=sinv.
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X =—Z+ 27 =Lz fordi sinus-funksjonen er periodisk med periode 27 .

Lesningsmengden blir da (£, 27, 27, 27).

Lasningen er illustrert nedenfor.

1fsinv

-

o

z
4
|
|
|
|
|

—— ___%\/5

sin®
cos” X
Vivetat ndr x =2, er tanx =+/3. Alts har vi en lgsning x =

b)  sin?x=3c0s’X < =3 o tan’x=3 < tanx=+3.

[eo]n

Vi vet ogsa at tangens-funksjonen er periodisk med periode =, slik at vi ogsa har en
lgsning

X=Z+4+7=

wl|a
|m|4>
|

Vi vet ogsd at tan(-v) =—tanv, slik at ndr tanx = —/3 er x = —Z%. Men denne lgsningen
ligger utenfor omradet [0, 27r> . Vi far isteden disse to lgsningene innenfor omradet:
x =—Z+ 7 =27 fordi tangens-funksjonen er periodisk med periode 7.

X=-%+2.7 =37 avsamme grunn som ovenfor.

Lesningsmengden blir da (£, 27, 47, 27).

En figur som illustrerer lgsningen pa denne og neste oppgave er vist nedenfor.
tan(v)

A e

_N‘ S o ——————————

-

i

-1.0+ |
1

1

-1.5+ :
Y £ -
1

2.0+ .
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c) tanzx—%tanxﬂ = tanzx—itanx—lzo
(—2 2
I O L o R T R B Tl e
2 2 2 2

2 3 B

_%:_i.ﬁz_l 3

2 J3 3 3

Vi har tidligere sett at ndr tanx=+/3, er x=Z eller x=47.

Videre vet vi at ndr v=Z er tanv =1+/3, og at tan(-v) = —tanv. Dette medfarer at nér

X=—%ertanx= —%\/§ . Men denne verdien ligger utenfor omradet [0, 27r> . Vi far
isteden disse to lgsningene innenfor omradet:
x =—Z+ 7 =27 fordi tangens-funksjonen er periodisk med periode 7.

X=-%+2.7 =27 avsamme grunn som ovenfor.

Lagsningsmengden blir da (%, 3r, 47, 1_61,,) _

Oppgave 3.7.1
sin15° =sin(45° —30°) =sin45° - cos30° — cos 45° -sin30°
=4V2-43-4V2 1= 16 - V2)
c0s15° = cos(45" —30°) = cos45° - cos30° +sin45° -sin30°

=12 13+142- 1 =2(J6 ++/2)

tan 45" — tan30°
1+tan45° -tan30°

~1V3 3 3-43 3-43_9-2.3.43+(J3)
T1+1.33 3 3443 3-43 9-(3)

_9-63+3_12-6V3_g(2-\B)

9-3 6

_sinl5 }/(

tanls’ =

tan(15°) = tan (45" —30°) =

&

¥
Eller:
_(V6-2) (V6-+2)
o142

V2)
cos15° ;/( 6+\/_) (V6 +v2) (V6-+2)
:(\/E)Z—Z-x/g‘\/iJr(\/E)z_6_2\/E+2_8_2\/m

(v6) -(v2) 62 4
8-2-23  A(2-3)
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Vi kunne ogsa benyttet resultatene fra Eksempel 3.7.1, fordi

sin(15°) = cos(90" ~157) = cos(75°) = (V6 —+/2).
cos(15°) =sin(90° —15°) =sin(75°) = (V6 ++/2).

N 1 1
tan(15:) = tan(90° —15°)  tan(75°)
1 2-43  2- fzzz—@zz_@
T2+V3 2.3 2_ (3} 4-3 ——
Oppgave 3.7.2

sin(3v) =sin(2v+v) =sin(2v)-cosv +cos(2v)-sinv
=(2sinv-cosv)-cosv+(cos?v—sin?v)-sinv
=2sinv-cos®v+cos’v-sinv—sin®v
=3sinv-cos?v—sin®v =3sinv(1-sin?v)—sin®v
=3sinv—4sin’v

cos(3v) =cos(2v+v) =cos(2v)-cosv—sin(2v)-sinv
=(cos?v—sin?v)-cosv—(2sinv-cosv)-sinv
=c0s’ v —sin®v-cosv—2sin®v-cosv
=cos®v—3sin?v-cosv = cos® v —3(1—cos? v) cosv
=4cos’v—3cosv

tan(2v) +tanv S 1AV 1—tan’v

1-tan(2v)-tanv 1- 2y tany 1—tan?v

tan(3v) =tan(2v+v) =

2tanv+tanv—tan’v _ 3tanv—tan’v
1-tan’v—2tan’v 1-3tan’v

Oppgave 3 7.3

Il
”S\ ||00|I—‘ ||00|N

o

(@)

(n

=
+
(@)
o
w
<
—
+

N

w\»—\
N—

1l

m S m
1
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Pa grunnlag av de gitte opplysningene kan

vi tegne enhetssirkelen til venstre. Vi kan
na velge nye enheter slik at lengdene av
sidene i den rettvinklede trekanten blir som
\ vist pa figuren. Da blir radien
2
v > R:\/22+(—\/§) Z\/m:\/gzg’

|
2 som gir
| —
| V5 cosv ==,
i 3
Videre vet viatnér ve| 27, 27 |, ma
re[in, x].

Dermed vet vi at sinv >0, cosv <0, og tanv < 0. Na setter vi i gang:

\/1 cosv \/1— \/Z \f
sin(¥) =+ 2
\/1+cosv \/1+§ \/E
cos (¥ = |3 =
2 2

tan (%) \/l cosv _ [1-
2 1+cosv 1+

Oppgave 3.8.1
a) f(x)=2sin(x+%).
Dette er en sinus-funksjon som har amplitude A= 2. Perioden er P =2z . Grafen skjerer

x-aksen nar
X+5=0 & Xx=-%.

Grafen er skissert nedenfor, der grafen til y =2sinx er tegnet inn med tynn strek til
sammenlikning. Merk at aksene ikke har samme skala.

»

N

wn [wn
Il
|
PRy
Il
H I l
e %

M2 2sin(x+% )

b) f(x)=cos(zx—27).
Dette er en cosinus-funksjon som har amplitude A=1. Den gjares om til en sinus-
funksjon slik:
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— 3 ol 3 ol 1
f(x)=cos(zx—27)=sin(zx-37+%)=sin(zx—1r).
Perioden er P =22 = 2. Grafen skjeerer x-aksen nar
x-s71=0 & Xx=1.

Grafen er skissert nedenfor, der grafen til y =sin(zx) er tegnet inn med tynn strek til
sammenlikning.

c) f (x)=2sin(2x-2).
Dette er en sinus-funksjon som har amplitude A= 2. Perioden er P =22 =z . Grafen
skjaerer x-aksen nar
2x-%5=0 < x=%.
Grafen er skissert nedenfor, der grafen til y =2sinx er tegnet inn med tynn strek til
sammenlikning. Merk at aksene ikke har samme skala.

2sin(2x-%)

Oppgave 3.8.2

a) f (x) =sinx+cosx = Asin(x+¢) = A(sin xcos¢ + cos xsin )
=(Acosg)sin x + (Asing)cosx

Dersom disse uttrykkene skal vaere like for alle verdier av x, ma vi ha:

Acosp=1 og Asing=1.
Kvadrerer uttrykkene og legger sammen kvadratene:
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A’cos’p+ A’sinp=1"+1> < A*(cos’p+sin’p)=2
o A1=2 o A=\2
Deler uttrykkene pa hverandre:
Asing 1
Wcosg 1
Av uttrykkene Acosg =1 og Asing =1 ser vi at det kun er lgsningen ¢ =Z som gir
positiv A. Dermed har vi at

f(x)=~/2sin(x+2).

[~]5

z _
T+7Z-_

N3]

& tanp=1 < ga—{
/4

f (x) =sinx —~/3cos x = Asin(x +¢) = A(sin xcos ¢ + cos xsing)
=(Acosg)sin x + (Asing)cosx
Dersom disse uttrykkene skal veere like for alle verdier av x, ma vi ha:
Acosp=1 og Asing=—3.
Kvadrerer uttrykkene og legger sammen kvadratene:
A cos?p+ AlsinZp =12 +(—3) < A?(cos® @ +sin® @) = 4
o Al=4 o A=2
Deler uttrykkene pa hverandre:
Asing /3
Wcosp 1

Av uttrykkene Acosg =1 og Asing = —/3 ser vi at det kun er lzsningen ¢ =—% som
gir positiv A. Dermed har vi at
f (x)=2sin(x-%).

= tan¢:—\/§ & = .,
—St+rm=57

wlN

f (x) = —/3sin(2x) — cos(2x) = Asin(2x + @) = A(sin(2x)cos ¢ + cos (2x)sin )
= (Acos@)sin(2x) +( Asing)cos(2x)

Dersom disse uttrykkene skal veere like for alle verdier av x, ma vi ha:

Acosgp = —J3 og Asin p=-1.
Kvadrerer uttrykkene og legger sammen kvadratene:

A cos?p+ AlsinZo=(—3) +(-)° o A (cos?p+sin®p) =4

& ANl=4 & A=2

Deler uttrykkene pa hverandre:

Wsing -1 1 1 5
= & tan =—=—\/§ = = -
TR s Y

Acosp 3

Av uttrykkene Acosg = ~J3 0g Asing = -1 ser vi at det kun er lgsningen ¢ =Lz som
gir positiv A. Dermed har vi at
f (x)=2sin(2x+%7).
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Oppgave 3.9.1

a) cos(2x) +cosx =0.
Benytter at
cos(2x) =2cos® x -1
og far

2c0s’° Xx—1+cosx=0.

14\ —4.2.(C1) —11@_—&3:{

o=

COSX = = =
2-2 4 4

Vi har na disse mulighetene:
X=%

cosx=3 < ]
X=—%+2mr =37

cosx=-1 < x=zx.
Lasningsmengden blir da
{%72, T, %72} :

b) 2sin(2x) +sin®x +3cos’ x =0.
Benytter at
sin(2x) = 2sin x - cos x
og far
2-2sinX-CoSX +sin®x+3cos*x =0.

Side 115

cosx =0 er apenbart ikke lgsning av denne likningen. Jeg kan derfor dele likningen pa

cos® x, og far
sinx-cosx sin®x _cos® X
> + 5 +3 5 =0
cos’ X cos’X  cos? X
< tan®x+4tanx+3=0

_4+\42-4.3 —axJ2 —4:2 _{—_1
2 2

4

tanx =

Vi har na disse mulighetene:

X=—3T+T =37
tanx=-1 < -
X=—im+2r=1%r7
X~-1.25+7~1.89
tanx=-3 < -
X~-1.25+ 27 ~5.03

Lasningsmengden blir da
{37,%7,1.89,5.03}.

c) cos(2x) ++/3sin(2x) =1—2/2sin x.
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Det er mest naerliggende & omforme ved hijelp av identiteter for sin(2x) og cos(2x). Vi
har imidlertid 3 identiteter for cos(2x), men velger

cos(2x) =1-2sin®x
fordi vi allerede har et sinus-ledd i likningen. Da far vi:

(1-2sin?x) +v/3(2sin x - cos x) =1—2+/2sin x

—2sin?x+ 2/3sinx-cosx + 2+/2sinx =0

Her kan vi dele pa 2 og sette sin x som felles faktor utenfor parentes:

sinx(—sinx+\@cosx+\/§):0.
Na er enten

sinx=0 < {

eller

X =

N 1o

X =

—sinx+«@cosx+\@:0 = sinx—\/§cosx:ﬁ.
Omformer na

sin X — /3 cos x
til formen

Asin(x+@) = A(sinX-cos¢g + cosx-sing)

(Acosg)sin x + (Asin ¢)cos x

Vi ma da ha at
Acosp =1
0g
Asing =—/3.
Kvadrerer disse likningene og summerer kvadratene:
2
A’ cos? g+ AZsin @ =17 +(—+/3)
& ANl=4 & A=2
Deler likningene pa hverandre:
, B p=-ir
Asm(p:£ - tangoz—\/ﬁ - 3
Acosp 1 p=—im+rw=%r7

o A*(cos?p+sin?p)=1+3

Vi ser at kun verdien ¢ = -7 gir positiv A. Da har vi

sinx-+3cosx=v2 < 2sin(x-i7)=v2 < sin(x-1ir)
Da har vi disse mulighetene:

1, _1 1 1,7
X—§7Z'—47Z' = X—37Z'+477—127Z'.

w3

1 _ 1 _ 3 1 3 _ 13
X—§7Z'—7Z'—Z7Z'—Z7Z' = X—gﬂ"f‘zﬂ'—ﬁﬂ'
Lasningsmengden blir da

7 13
{O, T, 57T, Eﬂ'} )

Oppgave 3.9.2

a) sinx<%, xel0, 27)
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Laser farst likningen

in2 1 i 1 1.2 1
== =t /==t+=.2 =+=
sin“x=1 o sinx=t/l=2Ll.Z-317.
X=3%7

- 4
sinx=3v2 < —
X:ﬂ—zﬂ'zzﬂ'
5
X=2r
- 4
sinx=—-1v2 < — . .

o
INEIO)
NIE
Nlw

B

= |

Ao
a

N | oo
a

NG EN|
]
N
a

x=0: sin®0=0<4%,slikat sin®x<% ndr xe[0, 7).

x=1rz: sin’(iz)=1'=1>1 slikatsin’x>1 ndr xe(ir, iz).
x=rz: sin®z=0<%,slikatsin’x<% ndr xe(3r,3x).

x=2z: sin?(37)=(-1"=1>1 slikat sin’x>% nér xe (7, 7).

x=27: sin®(2z)=0<1%,slikat sin’x <1 ndr xe(iz, 27).

Vi summerer opp:
sin®x<1 nér xel0,iryu(iz, $x)u(in, 27).

R

1
2 | i | |
0 - =7 —7 4 Eﬂ' -7 17[ x
4 4
b) sin(2x) >sinx, x<[0, 27).

Laser farst likningen
sin(2x)=sinx < 2sinx-cosx=sinXx < sinx(2cosx—-1)=0.
x=0

sinx=0 <
X=7x

2c0sx—-1=0 < cosx=3 <
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vV Yot
_(géifl l % gﬂgﬂl—;ﬁzlﬂ' 5

N

x=%r: sin(2x) =sin(2-17)=sin(7) =143, sinx=sin(tr)= 3
Daer sin(2x) >sinx nar xe(0,17).

x=17: sin(2x)=sin(2-17)=sin(z)=0, sinx=sin({7)=1.
Da er sin(2x) <sinx nar XE<%7Z, 7z>

x=37: sin(2x)=sin(2-27)=sin(37) =0, sinx=sin($z)=-1.
Daer sin(2x) >sinx nér xe(z, $7).

x=7: sin(2x)=sin(2-L7)=sin(Lz)=sin(L7-27)=sin(37)=-13,

sinx =sin({z)=—4. Daer sin(2x) <sinx ndr xe (37, 27).

Vi summerer opp:
sin(2x) >sinx ndr xe(0, 17y u(x, tx).

1t sin(2 sin x

o
Wl ___
3
N |
_____w|01_ —
<Y

Oppgave 4.3.1

3)
b)
c)
d)
€)

2"=16=2" < x=4.

£=32 o (2)=2" & 2x=5 o x=%.
32°=8 & (2)=2" & 5%=3 & x=%
9 =1=9" < x=0.
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Oppgave 4.3.2
2
a) 27+2°-2=0 < (2°) +1.2"-2=0.
Dette er en andregradslikning i 2°, med lgsninger

o _ 1+ -4-(-2) 123 (1
- 2 2|2
Dette gir 2* =1 < x=0 eller 2* =-2 som ikke har noen lgsning.

b) o 2 lg o (2*)2—5-2X+1=o.
4" "4 4" "

Dette er en andregradslikning i 2°, med lgsninger
2
5, /(ﬁj 41 5, [5516 5
o _ 4 4 4_4N16 16 _4
2 2

Dette gir 2 =1 < x=0 eller 2X:%:22 & x=-2.

-+

3 1
4=1
4

c) 9 -10-3'+1=0 < (32)X—10-3*1-3X+1=o =N (3*)2—% 3*+1=0.

Dette er en andregradslikning i 3%, med lgsninger

10 /—9 4-1 10 /@_ﬁ 10,
-3 3

3
1
3
Dette gir 3 =3 < x=-1 eller 3¥=4=3" < x=-1.
Oppgave 4.3.3
4 1.08"=150 < In(1.08")=In1.50 < x-In1.08=1In1.50
In1.08 =

b) 22=3“ « In(22)=In(3"") < (2x-1)In2=(x+1)In3
!

< 2-(In2)-x-In2=(In3)-x+In3 < (2In2-In3)x=In3+In2
2

o [hE]x=nE2) o x="° 623
s n(z) 22

9 5.62=(3) < 5.67=3" < In5+In(6?)=In(3")

< In5+(x-2)-In6=2x-In3 < In5+(In6)-x—2-IN6=(2-In3)-x
In(6?)-In5 (%
In6-In(3*) In(3) ——

= (In6—2-|n3)x:2-ln6—ln5 & X=
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Oppgave 4.4.1

a) Kaller start-stgrrelsen Ko. Etter t timer er kolonien vokst til K, ~(1.10)t. Nar kolonien er
vokst med 50%, er

In(1.50
1.50K, = Ko-(l.lo)t o In(1.50)=t-ln(1.10) & t= ( )z4.25 timer
In(l.lO) —
b) Kaller start-starrelsen Ko. Den prosentvise veksten pr time er p. Da er:
2
p p
K, |1+—| =160K, < 1+—=41.60.
0( 100) 0 100
Kolonien tredobles etter t timer. Da er:
t t
p p t
K ll+—| =3K, < |1+—| =3 < (+4160) =3.
"( 100} ° ( 100} ( )
1\t 1
Men (V.60 =(1.60¢) =(1.60)"". Dablir
1t 1 2|n3 .
(1.60)* =3 < 1t-In(1.60)=In3 < t= ~ 4.675 timer
In(1.60) ——

Oppgave 4.4.2
Dersom samlet befolkning i 1990 var Ny, sa var det 0.90N, personer av gruppe A og 0.10N,
personer av gruppe B. Etter t ar er disse folkegruppene like store:
0.90N,(1.005) =0.10N,(1.02) <« 9-(1.005) =(1.02) .
IN9+1t-In(1.005)=t-In(1.02)
t(In(1.02)-In(1.005)) =In9
t= IS ~148.3
In(1.02)-In(1.005) —
Det tar altsa litt over 148 ar far de to befolkningsgruppene blir like store.

Da er gruppe A vokst til
0.90N, (1.005)*** =1.886N,,
0g gruppe B er vokst til
0.10N,(1.02)*** =1.885N,

slik at samlet folketall er
1.886N, +1.885N, =3.771N, .

Oppgave 4.4.3
a) Vi starter med legge merke til at nar t =0 er f (0) = A-e° = A, slik at A representerer
startverdien. Nar det tar en tid T fgr denne verdien er halvert, har vi at
Ae"T=1A & =1 o —k-T=In({)=I1-IN2=0-In2

2
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Daer

k-T=In2 < T='”T2.

b) Vi kan na skrive

1ot ]

Oppgave 4.4.4
Nar T =5730, er stralingsintensiteten
()= 1" =071, & e =071 < -z5=In(0.71)
< t=-5730-In(0.71) ~19604r

Oppgave 4.6.1
a) Inx=In(2-x) & x=2-x & 2x=2 < x=1.

Vi ser at bade In1 og In(2—1) er definert, slik at Igsningen kan brukes.

b) InVx=2 < Jx=¢2 o (x/;)zz(ez)z e x=¢'.
Eller:

InVx=2 < In(x%)=2 & iinx=2 < Inx=4 < x=¢'.

2 2
c) log, (x* +2)-log;x=1 < Iogs(X +2]:1 o X*2_ g
X
X*+2=3x < x*-3x+2=0
(3 (-3)'-4-2 311 [2
- 2 2 1
Innsetting viser at begge lgsningene kan brukes.

d) 2In(x-1)=Inx+In(2x-1) < In(x-1)"-Inx-In(2x-1)=0

.[&]0 R S

x(2x-3) x(2x-3)

XP-2x+1=2x"-1ix < x*+3x-1=0

-y e {

Side 121

Men innsetting i den gitte oppgaven viser at ingen av disse lgsningene kan brukes, fordi
begge Igsningene gir logaritmen til negative tall. Oppgaven har derfor ingen lgsning.
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Oppgave 4.7.1
a)  cosh(x)-cosh(y)+sinh(x)-sinh(y)

=1(e"+e7)-i(e’ +e)+i(e"—e)-L(e’ —e7)
:(%) ((e e/ +e'e” +ee’ +e e )+ (efe’ —efe ) —e e +e‘xe‘y))
= (1) (2e%¢ +2e7¢” —%( e +e X*y) cosh(x+Y)
b)  sinh(x)-cosh(y)+cosh(x)-sinh(y)
=1(e'—e™)-1(e’ +e ) +i(e"+e)-1(e! —e7)
=(4)((e'e? +ee 7 —e7e’ —e e V) +(e%e’ —e'eV +e e —e e )
= (1) (2e'¢’ —2e7¢ 7 ) = 2(e”y e ") =sinh(x+y)
€)  cosh(2x)=cosh(x+ x)=cosh(x)-cosh(x)+sinh(x)-sinh(x)
=cosh?(x)+sinh?(x)

(1+sinh?(x))+sinh?(x) =1+ 2sinh? (x)

cosh?(x) +(cosh?(x) —1) = 2cosh? (x) -1
d)  sinh(2x)=sinh(x+x)
=sinh(x)-cosh(x)+ cosh(x)-sinh(x)
= 2sinh(x)-cosh(x)

Oppgave 5.2.1
For alle oppgavene ser vi at direkte innsetting av den angitte x-verdien gir et ”2”- uttrykk. Vi
ma derfor prgve andre metoder.

XA -3x XN X 3 1
a) lim—; =lim =lim——=—==
x>3 x° -0 x—>3(X_|_3)N x>3x+3 343 i
Alternativ: Vi setter x=3+6 og lar &§ — 0. Da far vi:
x? —3x im(3+5)2—3(3+5)_"m9+6§+52—9—35
x>3 X2 _Q 550 (3+5)2_9 550 9465+5%-9
_im 3049 Iim5(3+5)_3+o_3
I 65 + 7 50 £ (6+5) 6+0 2

2
. X"+ 3x+2
by lim XA 2
x>2 X°—X—6
Her ma vi faktorisere bade teller og nevner:
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Matematikk for ingenigrer.

Grunnleggende funksjonslere. Side 123
) 3+/9-4.1.2 -3+41 [2t=-1
X“+3x+2=0 < x= = =
2 2 2i=_2
slik at x* +3x+2=(x—(- ))( —(-2))=(x+1)(x+2).
1)+ —41 —6) L3=3
X*-X—6=0 < X=— \/ 14_”/%:{1_; 2
2 ="

slik at x2—x—6:(x—3)(x—(—2)):(x—3)(x+2).
Dermed blir
e N L It N T
X—-2 XZ_X_G _xa—Z(X_3)M_—2—3_—5_£.
Alternativ: Vi setter x=-2+¢6 og lar 6 — 0. Da far vi:
- x2+3x+2_"m(—2+5)z+3(—2+5)+2_”m4_45+52_6+35+2
o2 X2 —x—=6 020 (245) —(-2+8)-6 0 4-45+5°+2-5-6
st-5 . F(5-1) o0-1
=5 s m,s‘(a 5) 0-5

1
)

c) Ilm\/;_l

-1 x—1

2
Ved & benytte at x = (\/; ) , kan vi faktorisere nevneren og forkorte:

N N e SN ot 1 11

1 “1(\/_)2—1 *I*lw(&+1)_m&+1_1+1_z

Alternativt kan vi multiplisere teller og nevner med X +1:

\/7_ ) (\/;—1)(\/;4-1)_ ) }//1 1 1

1
N T (Ve

Oppgave 5.3.1

| begge oppgavene ser vi at direkte innsetting forer til ” 2 "-uttrykk. Siden det inngdr rottegn i

begge bragkene, praver vi a multiplisere teller og nevner med passe faktorer slik at brakene
kan forenkles med 3. kvadratsetning.

lim 2L im (X+1)(m+2 ”m(X+1)(\/ﬁ5+2)
x»—lm—z X—>- 1( X+5-— 2)(M+2) x—>-1 (X+5)—22

:Xlgmlw(x\_‘1+5+2) J-1+5+2=2+2=4

a)
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Matematikk for ingenigrer.

Grunnleggende funksjonslere. Side 124

) i a sz_az:“m(a—\/sz—aZ)(aJr\/sz—az)
e X-a e (x—a)(a+M)

- at-(2¢-a%) . 2a% — 2

=lim =lim

Ha(x—a)(a+\/2x2—a2) Ha(x—a)(a+\/2x2—a2)

i -2(x~d)(x+a)  —2(a+a) 4a .

H""M(am/m) a++2a’-a> a+a —
Oppgave 5.4.1

lim(x-sin(4)).

x—0

Problemer her er at nar x — 0 vil £ — oo. Dermed vet vi ikke verdien av sin(%) nér x >0,

Heldigvis vet vi at —1<sin(%)<1 slik at
-x<x-sin(%)<x.

N&er lim(-x)=limx=0. Daer ogsa Ixigg(x-sin(i)):g.

x—0 x—0 X

Oppgave 5.5.1

C2xP—x+1 5 . 23+ 2-0+0
a) lim— X =lim = =2
e X +3x—2 L o=ly3-2 0 140-0 =

1
b) lim=————- £ =lim ST =

2% +x w2+ 240
d)  lim—2 XX i
o Xt =3+l & oel—F+4L 0+0+0

Denne grenseverdien eksisterer ikke fordi vi far 0 i nevner samtidig som telleren er
forskjellig fra null. Verdien av brgken gar mot +oo (pluss fordi de dominerende leddene i

henholdsvis teller og nevner har samme fortegn).

 xXP—x+1 0-0+0
e) lim—=———- - -
xow X°+3Xx—-2 & x=l+=S -5 1+40-0

o
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Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere. Side 125

Oppgave 5.5.2
a) O . (“X2+8X_X)(VX2+8X+X) (x* +8x)-x’
1%( " +8X_X):lm VX2 +8X + X x> \[x? +8X + X

. 8X L 8 8
=lim——-

Hw«/x2+8x+xg H°°1/1+§+1_ 1+0+1_
(\/4x2+x—\/4x2—x)(\/4x2+x+\/4x2—x)

b) Iim(\/4x2+x—\/4x2—x)=lim
x> x> VAX? + X +~4x% - X
(X Hx)-(ax-x) ox 1
=lim = lim %
o0 JAx2 4 X A2 =X A+ X +NAE - X

i 2 ~ 2 2 1
o JA+i J4-1 J4+0+44-0 2+2 2

Oppgave 6.1.1

2 f(X):{sixnx n?r x<0 LY
e"—1 nar x>0 6+
XILT f(x):XILr(r)l(smx):smO:Q.
: I X_1\—a0 1= 4T
fim 1 ()= fim (& ~1) =" -1-0. __
Videre vet vi at bade sinus-funksjonen og o
eksponentialfunksjonen er kontinuerlige i
sine definisjonsomrader. Da har vi vist at
f er kontinuerlig for alle x e R . '/’\ ’ H—
-6 -4 < 2 X
0 ndr  x<0 Ay
b) f(x)=41-cos(zx) ndr 0<x<1 >T
X+ 2 nar  x>1 4T
fim £ (x)=0. 3
lim f(x):xll_[p(l—cos(nx)):l—lzg 27
XILT f(x):XILrp (1-cos(7xx))=1-(-1)=2 1T
i i _142- -
!Lrpf(x)_xlir?(x+2)_l+2_§ 2 -1 0 1 2 3X

Funksjonen er ikke kontinuerlig for x =1, men er kontinuerlig for alle andre verdier av x
siden bade cosinus- og polynomfunksjonen er kontinuerlige i sine definisjonsomrader.
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c)

Matematikk for ingenigrer.

Grunnleggende funksjonslere. Side 126
0 nar x<O0
f(x)=qtanx nar 0<x<z )/A
sinx nar x>z 3T
- _ 2__
fim £(x)=0. A
lim f(x)=lim(t =0 1
fim £ (x) = lim (tanx) =0 , -
lim f(x)=lim(tanx)=0 2 1 2 X
lim f(x)=lim (sinx)=0 Pal
Her kan det se ut som om f er -3-"-

kontinuerlig for alle x e R. Men tanx er
ikke kontinuerlig nar x =% . Altsa har vi

at f er kontinuerlig for alle x e R\{%}.

Oppgave 6.1.2

a)

b)

a nar x>1
lim f (x)=lim(3-x)=3-1=2.

x—>1" Xx—1"
lim f (x)=lim(a-x*)=a-1*=a-1.

x—1* x—1"

Dersom f skal veere kontinuerlig for x=1,md a-1=2 <

3—x nar x<l1
f(X)Z{ 2

foralle xeR.
cosx nar x<0

f(x)=<ax*+b ndr 0<x<2
ix-2 nar x22
lim f (x)=lim (cosx)=1

x—0" x—0"
. L 2
X'Ef)lf(x)_xlﬂl(ax +b)=0+b=b.

(I

Dersom f skal veere kontinuerlig for x=0, ma b=1.

lim f(x)= Iim(ax2+1):a-22+1:4a+l.
X—2" X—2"
lim f(x)=JL@(%x—2)=%-2—2=—_l.

x—2"

Dersom f skal veere kontinuerlig for x=2, mad 4a+1=-1 < 4a=-2 < a=-

a = 3. Da blir f kontinuerlig

N[~

Med disse verdiene av a og b blir f kontinuerlig for alle xe R .

Oppgave 6.2.1

f(x)=x"—x*-2x+1
f(0)=0°-0*-2-0+1=1
f(1)=-1-21+1=-1
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Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere. Side 127

Siden f er kontinuerlig, ma f ha et nullpunkt mellom x =0 og x =—1. Det er rimelig &
gjette pa at dette nullpunktet ligger omtrent midt mellom x =0 og x =—1. Prgver derfor

()3 -3 ~2-(2) 13 -Lei-f 0125

2 2 2
Lesningen ma veere litt mindre enn x = %. Praver x =0.4:
f(0.4)=0.4°-04*-2-0.4+1=0.104.
Nullpunktet ma altsa ligge mellom x =0.4 og x = 0.5, og sannsynligvis litt naermere
x=0.4. Prgver derfor x=0.44:
f (0.44)=0.44°-0.44*-2-0.44+1=0.0116.
Denne x-verdien var altsa litt for liten. Prgver derfor x =0.45:
f (0.45)=0.45° - 0.45* —2-0.45+1=-0.0114.
Na er det grunn til & tro at en temmelig ngyaktig lgsning ma ligge omtrent midt mellom
disse to x-verdiene. Vi prgver:
f (0.445) = 0.445° - 0.445> —2-0.445+ 1= 0.000096 .
Vi er godt forngyd, og sier at likningen
x> —x*=2x+1=0
med meget god tilnzermelse har lgsningen x =0.445.

Oppgave 7.1.1
a) Néar z =3-2i, blir z*=3+2i.
b) Ndr z=i—2=-2+i, blir zx=-2-1i.

Oppgave 7.1.2

Setter z=x+iy.Daer zx=x-1iy,

slik at
(z*)*=(x-iy)*=x+iy=z.

Oppgave 7.2.1
a) 2—-4i+i(2i-1)=2-4i+2i’-i=2-4i+2(-1)-i=0-5i =-5i.

b)  (3i-2)-(1-4i)=3i-1+3i-(-4i)-2-1-2-(=4i)=3i -12-(-1) - 2+8i =10 +11i.

c)  (1-2i) —(2+i)=1-2-2i+(2i) -2-i=1-4i+4-(-1)-2—-i=-5-5i.

d)  (2-0) (i+1)=(4-4i+i*)(i+1)=(3—4i)(i+1)=3i+3-4i-i-4i=7-1i.

1+i  (1+i)(2+4i) _2+4i+2i+4i2_—2+6i__i+ii
2-4i (2-4i)(2+4i)  22—(4if  4+16 _10 10
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Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere.

(i-2)° _(i"-4i+2°)(1+3i) (3-4i)(1+3i) _3+9i-4i-12i’

f) 1-3i  (1-38i)(1+3i)) 22 -(3i) 1+9
3+12 9-4. 3 1.
= +——i==+=i
10 10 2 2
Oppgave 7.2.2

) 1+2i-z=(2z-1)(2+i)=4z+22-1-2-i
—-2-47-221=-1-2i—-2-1i
—(5+2i)z=—(3+3i)
Z_3+3i_(3+3i)(5—2i)_15—6i+15i—6i2:21+9i_21 9.

C5+2i (5+2i)(5-2i) 52— (2i)’ 25+4 29 29

b) i+2z-1 2-1

& (i+22-1)(1-2i)=(2-2)(2i+1)

2i+1  1-2i
i—2i°+22-4zi-1+2i=4i+2-2zi—z
22 —-4z2i+22i+z2=-1-2+1-2i+4i+2
(3-2i)z=1+i

oL (1+i)(3+2i) _3+2i+3i+2i* 1+45i 1 5.
3-2i (3-2i)(3+2i)  F(2i) 9+4 13 13

C) 2z4+3i z+2i-1 . . . .
BT < (2z+3i)(3+4i)=(1-2i)(z+2i-1)
6z+82i+9i+12i° =z+2i-1-2zi-4i*+2i
6z+8z1—2+22i=-91+12+2i-1+4+2i
(5+10i)z =15-5i

5(3—i) _ (8-i)(1-2i) _3-6i-i+2i* 1-7i 1 7.

5(1+2i) (L+2i)(1-2i)  12-(4i)’ 5 55
d) 22*-1+i=1z+2i(z-2z%)

Innfgrer z=x+iy < z*=x-1y.
2(x—=iy)—1+i=(x+iy)+2i(x+iy-2(x-iy))
2x—2yi—1+i=x+iy+2i(x+iy—2x+2yi)

=X+iy+2i(-x+3yi)
=X+1y—2Xi—-6y

Side 128

Flytter alle leddene over pa venstre side, og samler realdelene for seg og imaginzrdelen

for seg:
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Matematikk for ingenigrer.

Grunnleggende funksjonslere. Side 129
2x-1-x+6y+(-2y+1-y+2x)i=0
(x+6y—-1)+(2x-3y+1)i=0
Dette gir likningssystemet:
X+6y-1=0 < x+6y=1 (1)
2x-3y+1=0 < 2x-3y=-1 (2)
Multipliserer (2) med 2, og adderer likningene:
X+4x=1-2 & 5x=-1 < x=-1.
Da far vi av (2):
3y=2x+1=2-(-4)+1=% < y=1.
Lasningen blir
Z=X+iy=—¢+zi.
Oppgave 7.3.1
a) Vi ser av figuren at
4 im NG R=y(V3) +(-1? =3+1=2,
.10 : 2 Re tanf=— < 0 =—+x fordi 0 ligger i 4. kvadrant.
R | \/§
e — Al Daer
z=2(cos(~1x)-isin(-iz)).
b)  ,_ 5.0 Alm Vi ser av figuren at
3 R=+y(-2+22 =J4+4=8=22,
3 R taneziz—l & 0=3rz
i | \9 R fordi @ ligger i 2. kvadrant. Da er
21 Re z=22(cos(27)-isin(37)).
C) Am Vi ser av figuren at
| n 2
n J'Re R:\/(—1)2+(—\/§) =41+3=2,
R/ |9 —3 ) .
| tan6?=—1:«/§ & 0=-27 (eller O=41)
i A fordi @ ligger i 3. kvadrant. Da er
______ - _ 3 ..
7=-1-3-i | z=2(cos(-2z)—isin(-27)).
Oppgave 7.3.2

a) z:\/E(cos%ﬂsin%j:ﬁ(%ﬁﬂ%\/EJ:E-ZH%-Z:l:H.
b) z:@[cos(—%jnsin(—%n:f(—%+i —fj ﬁ

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.

Grunnleggende funksjonslere. Side 130
Oppgave 7.4.1
Benytter bl.a. beregningene i oppgave 3.1:
a)
Vi ser av figuren at R =+1* +1° = V2 ogat f=1r.
Da blir
z=1+i=2e"".
b) Vi ser av figuren at
g B R=y(v3) + (-1’ =3+1=2
0 | ke og at tan @ I S
! =— =-1ir.
R | \/§ 6
L ;2 f3-i Dablir
z=+[3-i=2e"".
C) Alm Vi ser av figuren at
__ 4T
z= 2|+_2_J_§_'_3;:2¢§ R :\/(—2)2 +(23) =a+12 =4
| A 2T ogattané?:if:\@ & 0==%r.
i \6’ Da blir
—+ > z=-2+23i=4e""
“o T Re
d) tim
| > | Oppgave 3.1 har vivistat R=2 ogat 6 =-27.
3 % Re  Dablir
| R ni z=-1-3i=2e""
l
—————— - /3
7=—1-43-i | ¥3
e) 2Atlm Vi ser av figuren at
2
R=y(-43) +(2) = i - JE =B
og at
% 3 \/’ 2
tand = =——==—3 & 0O==irx
~13 J3 3
fordi @ ligger i 2. kvadrant. Da blir

7=-13+2i=43e"".
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Matematikk for ingenigrer.

Grunnleggende funksjonslere. Side 131
Oppgave 7.4.2
a) Alm Trekker ei linje som danner en vinkel 6 =27 med
Y- \ positiv x-akse. Slar en sirkel med radius R=2. |
N~ -2 skjeeringspunktet ligger z = 26",
: R = 2 1+
| 3 s
i 9\=%7r z=2e"" =2(cos(37)+isin(ir))
- =2(-1 i-1/2)=— i
\2 = > =2(-3v2+i-3V2) =2 +i\2
Alm Trekker ei linje som danner en vinkel @ =—%7 med
b) 1 \ positiv x-akse. Slar en sirkel med radius R=1. |
iz T >R skjeeringspunktet ligger z = e "
o+-1r Re
A Ri=1 z=e " =cos(—4x)+isin(—$7)
—134--% :
T =3+i(-338) = - 1131
Legger forst merke til at 7 =+7+ 27, slik at
7 — e%ﬂ'i _ e%zfi+27ri _ e%ﬂi '

Trekker ei linje som danner en vinkel 6 =7 med
positiv x-akse. Slar en sirkel med radius R =1. |
skjeeringspunktet ligger z = i,

z=¢" =cos(iz)+isin(iz)=1v2 +i-142.

e:™ =cos(17z)+isin(iz)=0+i-1=i.

b) =cos(z)+isin(z)=-1+i-0=-1.
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Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere.
c)

Side 132

e = cos i) +isin(37) =0+i(-1) =

d) ei(&in-Zﬂ)

=c0s(@£n-2x)+isin(+n-2z)=cos+isind=¢e" .

Oppgave 7.4.4

a) z,=-i= '™ (se oppg. 4.3¢).

Z,=—3—i-% 3=¢"".
Mellomregninger:
R= (-2 +(-448) = F
_1
tan@ = 2\/_

1

3 -3 o 0 =% fordi z, ligger i 3. kvadrant.
T2

-1

37 A Sri+8ri [ 2z+27)i = H
b) 17, =gt L ghriin | glenega)i =cos(2x)+isin(27)=—13+3i.

Z e%”i 3 4 i 9 i_8 i 1

L= = =™ =™ = cos(Lx)+isin(ix)=1v3+3i.

Z, g3

Z ezm Sri-ri Sri-Lri Ixi 7 s 7 l\/_ 1;

L e —e =e " =cos(—¢x)+isin(-17)=—-1v3+1i.

, (egm) e
Oppgave 7.4.5
a) e’ =cos@ +isind

e’ =cos(—0)+isin(-0)=cosd —ising.

b)

Adderer likningene ovenfor, og far

] y ei€+e—i9
e’ +e' =2c0sd < cosf=——"—

Trekker likningene i a) fra hverandre:
e’ —e

] o ] el@_e—iﬂ
" = 2isind < sin@=———

2i
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Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere. Side 133

Oppgave 7.4.6
(cos@ +ising)" :(e“))n =¢'" =cos(n@)+isin(nd).

Oppgave 7.4.7

Setter n =2 i Moivres formel, og far
(cos@ +isin 9)2 =cos(26)+isin(20)
cos® @ +2cos @ -isin@—sin’ @ = cos(20) +isin(260)

Setter realdelene lik hverandre, og imaginerdelene lik hverandre. Far da:
cos(26)=cos* @ —sin’ 0,

sin(20) = 2sinfcos .

Oppgave 7.5.1

2) 7=1-+3i=2e""
4im Mellomregninger:
=—p- 2
. 1 Re R= 12+(—\/§) =J4=2,
|
| té?——‘J§ 0 =—1r (4 kvadrant
R\ ! nf=—— < =—17 (4. kvadrant).
: Da blir
_\/_2_ ______ Jz =+R(cos(4)+isin(%))
= +y/2(cos(~%7z) +isin(-%x))
= V2143 +i(-1)) = £4(v6 - V2i)
b) Am 7-12—5i= 13earccos%i .
0 i 2.  Mellomregninger:
R | R =122 +(=5)* =144 + 25 =+/169 =13.
Y I : Ser da av figuren at
COS@ZE.
13
Da blir

1 12
COS(%)=i\/1+COSQ=i\/+ _ /25 + 5
2 2
) 1-cosé 1-%
sin(4)=+ =+ —+/
() \/ 2 \/ 2

For & finne rett fortegn, ser vi av figuren at 0 ~ —30 .Daer 4~ -15" slik at cos(%) >0

mens sin(4) < 0. Dette gir at
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Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere. Side 134

cos(%):i, sin(%) -

26 J26

Da blir
=R os(3) isin(9) =3 o1~

:i%(S i)
c) z=-1+i=+2e",
Mellomregninger:
R=y(-1)" +2% =2,
tanH:i=—1 < O=32r (2. kvadrant).
Nablir £=1.27 =37 De fleste tabeller har ikke eksakte verdier for sinus og cosinus til
denne vinkelen. Vi benytter derfor at cos(%;r) =—2+/2,0gat £ ligger i 1. kvadrant. Da
blir
1+(-1v2 -
cos(4) =+ /1+COSH = (£:42) _ |2 V2 =1J2-42.
2 2 4
_ 1-(-242
sin(%):+/l cos6 _ ( 2[): 2+\/§:% b3,
2 2 4
Da blir
ﬁ=i\/ﬁ(cos(g)ﬂsin(%)):i\/ﬁ(%\/Z—ﬁH-%\/Zﬂﬁ)
=i%~(‘/§(\/2—x/§+i\/2+«/§)
d) Alm Z=-T7+24i = 25¢"5"

-24 :
Mellomregninger:

R=(-7)" +24% =625 = 25,

Vi ser at < blir liggende i 1. kvadrant, og at

cosfd =—.
25
Da blir
0 l1+cosd [1+(-%) [18 3
AR — s)_ =22 _°
\>Re cos(2) 2 2 50 5
sm(i): 1-cosd _ 1—(—%)= 32 _4
2 2 2 50 5
Dermed blir
z =+JR(cos(£)+isin(<))=+v25| =+i-— |=%(3+4i).
Jz = +JR cos(2 ; rg S|-x(a+4i)
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Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere.

Side 135
Oppgave 7.5.2
a) 2?+(1-i)z-i=0
Z_—(l—i)i«/(l—i)2—4(—i) Sl 1-2i+it 4 —1+i+420
- - 2 2
Ma finne kvadratrota:
\/E:(Ze%’”)?:ﬁe%’”=ﬁ(cos(%7z)+isin(i7r))=\/7( V2 +i-342) =1+
Dermed blir
~1+i+(1+i) 2 _i
L l+ix2 -l+ix(l+i) | T 2 T2 -
2 2 Sri-(li) -2
2 2 =
b) 2 -3(1+i)z+5i=0
3(L+i)£(3(L+1)f —4-5i  3+3i% [o(L+2i+i?)- 200
L= =
2 2
_ 3+3i+18i-20i  3+3i+tv-2i
2 2
Ma finne kvadratrota:
J=2i =(2e’%’”)5 =2e " =2 (cos(~47) +isin(-17))
=V2(4V2 +i-(-142)) =1=i
Dermed blir
3+3i+(1—i)_4+2i_2 :
343i+-2i  3+3i(1-i) 2 -, T
2 2 ]343i-(1-i i
+3i-(1 |)=2+4'=1+ |
2 2 —
c) 72 —(2+4i)z-6=0
C(~(2+4D)£y(2+ 41’ —4-(-6) 2+ 4i /41161 —16+ 24
2
:2+4|i\2/12+16| :2+4|i22\/3+4| =1+2iim
Alm Figuren til venstre viser 3+ 4i i det komplekse planet. Vi ser
direkte at R =+3*+4° =4/9+16 =5, og at cos@—%. Da blir

() /1+cos€ /l+3 /
coS 3 = 10
/1 cosé / -3 /2

S|n( ) + 2 = 25 = —O:E
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M=\/§(cos(§)+isin(§)):\/§(f+| ) 2+

1+2i+(2+i)=3+3i
7=1+2i+\3+4i = —
{1+2i—(2+i)——1+i

Oppgave 7.5.3
a) Y1=(-1) = (e”‘)% =" =cos(Lz)+isin(iz)=1v2 +142i=142(1+i).
Eller:
Y1=(-1)' = (e(’”z”)i )Z =& =cos(3z)+isin(37)=—1v2 + 120 =142 (-1+i).
Y1=(-1)' = (e(’”“”)i )% =" =cos(2x)+isin(27)=-1v2 - 1V2i=1v2(-1-i).

41 =(-1) :(e(’”ﬁ”)i)% =™ =cos(2z)+isin(1z)=1v2 -1v2i=1v2(1-).

by -i= (eg’“)é —e:" =cos(Lz)+isin(iz)=0+1i=].
Eller
S—i:(e@”””)‘f=e5”i=cos(%7z)+isin(% )=-3v3-1i.
Eller

A+ )
=i :(e(g”“‘”)')s —gt" =cos(Lr)+isin(Lr)=13-1i.

c) Y-1-i3.
R= \/ =J4=2, tand = \/1_ 3 o 0= 27 (4. kvadrant).

mz(ZeE”') ={2e" =4/2(cos(% )+isin(%ﬂ))=i‘/§(%+% 3-i).
Eller:

Y-1-iV3 = (2e el ) =42e"" = 4/2(cos(% )+isin(%z))=§‘@(—%\@+%i).
Eller:

mz( ’”4”) =42e"" = /2(cos(4 )+isin(§n))=<‘/§(—%—%\@i).
Eller:

{-1-iv3 = (2e ’”6”) (‘/Ee%’”:{‘/E(cos(l—gn)nsin(l—g;z)):4‘/5(%\/5—5).
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Oppgave 7.6.1
Siden et 3.gradspolynom med reelle koeffisienter kan skrives enten som

P(z)=c,(z—n)(z—1)(z-1,)

der ry, rp og r3 er reelle tall, eller som

P(z)=c,(z-1)(z—(a+iB))(z-(a-ip))

ma en tredjegradslikning ha enten en eller tre reelle ratter. Den kan ikke ha to reelle og en
kompleks rot sa lenge koeffisientene i polynomet er reelle.
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10. Tillegg.
10.1. Sinus og cosinus til en sum av to vinkler.

10.1.1. Geometrisk bevis.

Det vanligste er nok a bevise disse identitetene geometrisk. Det fins flere slike bevis, men jeg
kjenner ingen enkle geometriske bevis. Det beviset som jeg skal gjennomfare, er nok det
minst arbeidskrevende, selv om det krever litt "triksing”.

| figuren nedenfor er to vinkler u og v tegnet inn. Videre er linjene DE og BC vinkelrett pa
AD, og EF star vinkelrett pA DE og BC. Dermed finner vi igjen vinkel v tre steder i figuren.

Sa setter vi i gang:

C sin(u+v)=BC=BF+Fc
AC AC
_BF _FC
“ac AC
u _DE_FC
AC  AC
_DE AE_FC CE
FU E ~AE AC 'CE AC
u =Sinu-CcoSV +Ccosu -Sinv
AB AD-BD
cos(u+v) = =
AC AC
AD BD
AC AC
_AD EF
u ~AC AC
A B VD _AD AE EF CE

~AE AC CE AC
=CO0SU - CosV —sinu-sinv

10.1.2. Bevis med identiteter for komplekse tall.
Dersom du har veert borti komplekse tall, vil du vite at

e =cosu +isinu, e =cosv+isinv.
P& samme mate er
e = cos(u+v) +isin(u+v) (1)
Men
i(u+v) _ piu+iv _ Liu 4iv s ar s
e ="V —g".e" =(cosu +isinu)(cosv +isinv)
=COSU -COSV +COSU -isSinv+isinu-cosv-+isinu-isinv (2)

=COoSU-CcosV —sinu-sinv+i(cosu-sinv+sinu-cosv)

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonslere. Side 139

Her ma realdelen av (1) vere lik realdelen av (2), og imaginardelen av (1) ma veere lik
imaginzrdelen av (2). Herav falger de to identitetene vi gnsker & bevise.

10.2. Tidskonstant.
Jeg skal ngye meg med a bevise pastanden for funksjonen
y="f(t)=A-e™".
Ved et vilkarlig tidspunkt t, er
y(t)=y,=Ae""
Den deriverte av funksjonen er

dy(t et
d—i):A-(—k-e )=—k-y(t)
slik at tangenten i punktet (t,,y,) blir
d
9= L (1) =y o) () =t

Denne tangenten skjerer t-aksen nar y=0. Da er
-V, =—k- yl(t—tl) = k(t—tl)zl
Men t—t, er jo nettopp lik tidskonstanten z . Dermed har vi at

k-r=1 < rzl.
k

Beviset for at pastanden holder ogsa for funksjonen

y=f(t)=A(l-e*")
er helt tilsvarende. Du kan selv prgve & gjennomfare det. Bare husk at tangenten skal skjere
linja y=A, ikke linja y =0 som i beviset ovenfor.

10.3. Komplekse argumenter i funksjonsuttrykk.

Ved enhver anledning har vi stresset at funksjonen y = f (x) =e* aldri kan fa negative

funksjonsverdier. Men vi har ogsa sagt at € = cos@+i-sin@. Setter vi inn @ =z, far vi
e” =cosr+i-sinr=-1+i-0=-1.

Eksponentialfunksjonen kan altsa bli negativ nar argumentet er et komplekst tall.

Vi skal nd vise at flere inngrodde oppfatninger star for fall nar vi benytter komplekse
argumenter i funksjonsuttrykk.

10.3.1. Logaritmen til komplekse tall.

Du er sikkert overbevist om at vi ikke kan ta logaritmen til negative tall. Men det gjelder bare
sa lenge vi begrenser oss til reelle tall. Dersom vi benytter komplekse tall, kan vi ta logaritmen
til negative tall, som vi straks kan se.
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Ethvert komplekst tall z kan skrives p& formen z =R-e". Da far vi at

In(z)=In(R-¢”)=InR+In(e’)=InR+i.

Na kan vi ta logaritmen til negative tall. Et slikt negativt —a (der a er et positivt, reelt tall)
kan alltid oppfattes som et komplekst tall med modulus R =a og argumentvinkel 6 = z slik

at —a=a-e".Dablir
In(-a)=In(a-e”) =Ina+iz.

Eksempel 10.3.1: Finn In(-1) og In(-5).

Lasning:
In(—l) =Inl+iz=0+ix
In(-5)=In5+ 7i

Og slik kan vi fortsette. Sjekk med din kalkulator! Dersom kalkulatoren benytter minus

istedenfor pluss foran imaginzrleddet, betyr det at kalkulatoren oppfatter —a som a-e ™', noe
som er helt i orden.

Logaritmen til negative tall er bare et spesialtilfelle av logaritmen til komplekse tall, noe
eksemplet nedenfor viser:

Eksempel 10.3.2: Finn In(4+3i).

Lasning: Vi merker oss at
R=+4°+3=416+9=5
tang=2.

Da blir
In(4+3i)=In5+itan*(2).

Far du samme svar med dataverktgy?

10.3.2. Ma sin(x) og cos(x) ligge mellom -1 og +1?

Du har sikkert tegnet grafene til y =sinx og y =cosx sa mange ganger at du er overbevist
om at sin xog cos ma ligge mellom -1 og +1. Men er na det sa sikkert? Hva skjer dersom vi
benytter komplekse tall? Som en test fikk jeg kalkulatoren til & beregne arcsin(Z) 0g

arcsin(—3). Svarene ble
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arcsin(2) =47 +i-In(v3+2).
arcsin(-3)=—17+i- In(Z\/§+3).

For a forklare disse mysteriene, ma vi benytte disse formlene:
. l ia “i-a 1 i-a —i-a
sm(a):z(e -e ) 0g cos(a):E(e +e )

I utgangspunktet er « en reell vinkel malt i radianer. Men hva skjer dersom vi erstatter o med
en kompleks vinkel v = x+iy ? Vi prover:

sinv=sin(x+iy)= %(ei(xny) _ e—i(x+iy)) — #(eix e’y g _e—izy)
:%I(eix e —e-e’)

+ix

Sa benytter vi at ™ = cosx +isinx og far

sinv :_?I(e‘X eV —g™ -ey) :_?I((cosx+ isinx)e” —(cosx —isin x)ey)

:_?i(cos x(e’y —ey)+ isin x(e’y +ey)) =sin x[ey Jrzey]+icos x[ey —ZeVJ

=sinx-coshy+icosx-sinhy

Et lite sidesprang: Ser du likheten mellom formelen
sinv=sin(x+iy)=sinx-coshy+icosx-sinhy

0g
sin(u+v)=sinu-cosv +cosu-sinv ?

Tilbake til problemet vart. Vi skal begrense oss til at sinv er et reelt tall, men skal droppe
kravet om at —1<sinv <1. Tvert imot skal vi se hva som skjer nar sinv ligger utenfor dette
intervallet. Nar sinv er et reelt tall, ma
cosx-sinhy=0 < cosx=0 v sinhy=0.
Alternativet sinhy =0 er ikke aktuelt fordi
sinhy=0 < e’ -e?=0 o e'=¢’ < y=0,
og da er ikke v noen kompleks vinkel. Vi ma altsa ha at
cosx=0 < x=x27 < sinx=%1.
Da blir
sinv=sinx-coshy+0i==1-coshy.
Na kan vi sette sinv=a der a>1. Dette gir
coshy=a < i(e’+e”’)=a.
Multipliserer begge sider med 2e’ og ordner:

2
_ Zaixlga -4 —at /—a2_1

(ey)2 —2ae’ +1=0 < ¢’

som gir

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Grunnleggende funksjonsleere. Side 142

y=|n(ai~/ﬁ).

Vi kan ikke bruke minus foran rottegnet, fordi va* -1 < \/g =a slikat a—+va’-1<0. Det
er ikke mulig fordi bade a og y etter forutsetningene er reelle tall. Vi far derfor at:

Lasning:

zatrcsin(2)=%7r+i'In(2+\/22 —1)=%7r+i-|n(\/§+2),

arcsin(—3)=—%7z+i-In(3+\/32 —1)=—%7r+i-ln(3+\/§)=—%ﬂ+i-In(2x/§+3).

Dette er de samme uttrykkene som kalkulatoren kom fram til.

P& samme mate kan vi handtere cosinus-verdier som ligger utenfor omrédet [-1, 1]. Jeg skal
bare ta med hovedtrekkene, og overlater til deg a fylle ut mellomregningene.
cos(x+iy) = %(ei(”iy) + e“(x+iy)) - %(eixe‘y + e‘ixey)
=1((cosx+isinx)e™ +(cosx—isinx)e’)
=(cosx-coshy—isinx-sinhy)
For & fa reell cosinus-verdi, ma vi ha at
sinx=0 < x=0vx=7r & cosx=x=1.
Da blir
cos(x+iy)=+a=+coshy <« coshy=a
der aerreell og a>1. Som tidligere farer dette til at

y=|n(ai\/a2_—1).

Vi bruker bare den positive rota, og summerer opp:
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
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Eksempel 10.3.4: Beregn arccos(2) og arccos(-3).

Lasning:
arccos(2)=i-|n(2+ 1) 3+2
arccos(-3) =7z +i- In( 1) THi- In(2\/§+3)

Hvis du kontrollerer med dataverktgy, kan det hende at du far den kompleks konjugerte av
disse verdiene. Det er helt i orden (kan du se hvorfor)?
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