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Matematikk for ingenigrer.
Derivasjon med anvendelser. Side 1

Forord.

Kjeere student!

Derivasjon er kanskje den matematiske disiplinen som du far mest bruk for i ditt ingenigr-
studium. Du ma kunne teknikkene, og du ma forsta hva derivasjon innebzrer. Dessuten ma du
vite en del om hva derivasjon kan brukes til.

Farste del av dette heftet er viet innleering av derivasjonsteknikker. | neste del skal du lsere om
noen anvendelser, og jeg haper at du under veis ogsa far en dypere forstaelse av hva den
deriverte egentlig er.

Til slutt har jeg tatt med noen tidligere eksamensoppgaver. Men ikke tro at du er ferdig med
derivasjon og bruk av derivasjon med dette. De fleste eksamensoppgaver av denne typen
inneholder ogsa integrasjonsproblemer, slik at du far bryne deg pa derivasjon ogsa etter at du
har veert gjennom heftet om integrasjon og gar lgs pa eksamensoppgaver derfra.

Jeg haper at du innser at derivasjon er sa viktig at du virkelig gjer deg flid med a lere dette
stoffet. Hver time du spanderer pa dette, far du igjen med dryge renter senere i studiet.

Med hilsen

Bjagrn Davidsen
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Matematikk for ingenigrer.
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1. Derivasjon

1.1. Definisjon av derivert.
Vi har stor nytte av a vite hvor raskt en funksjon vokser eller avtar. Mer presist: Vi gnsker &
bestemme stigningstallet til tangenten til funksjonsgrafen.

Figuren til venstre viser hvordan vi kan ga fram for &
bestemme stigningstallet til denne tangenten i et punkt P.
Vi velger et annet punkt Q et lite stykke fra P, trekker ei
rett linje gjennom P og Q, og bestemmer stigningstallet for
denne rette linja. Sa lar vi Q ga mot P langs funksjons-
grafen. Idet Q faller sammen med P blir linja PQ tangent
til grafen. Grenseverdien for stigningstallet til linja PQ blir
da stigningstallet til tangenten i P.

Denne framgangsmaten forutsetter at grafen til funksjonen er "glatt” i omradet rundt P. Mer
presist formulert: Vi forutsetter at grenseverdien for stigningstallet til linja PQ eksisterer nar Q
gar mot P.

Na er tiden inne til & uttrykke seg mer matematisk.
Figuren til venstre illustrerer hva vi mener med
”stigningstallet til linja PQ”. Vi har at:

Punktet P har koordinatene (xo, f (xo)).

Punktet Q har koordinatene (XO +Ax, f (% + Ax)).
Stigningstallet til linja PQ blir da
Ay f (% +Ax)— (%)

AX AX
slik at stigningstallet til tangenten i P blir

Iimﬂ= lim f(x +Ax)— f (xo).
Ax—=0 AX  Mx—0 AX

Ay: f (X)

Denne grenseverdien kaller vi den deriverte av f i Xo, 0g skriver den som % eller enklere

som f '(x0 ) . Vi oppsummerer:

La f veere en funksjon som er definert i et omrade rundt x = x; .
Hvis grenseverdien
f (X +Ax)—f
i F 06+ 8%) = 1(%)
Ax—0 AX
eksisterer, sier vi at f er deriverbar i x, og skriver

() = dfd(:o) :AliTof(xo+A:3—f(xo)

Vanligvis finner vi en formel for den deriverte som er uavhengig av punktet x,. Da skriver vi
bare
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f'(x) eller L2,

Litt formalisme om terminologien: Vi skriver gjerne y = f (x) . Da kan den deriverte skrives
%. Her er egentlig kombinasjonen & et derivasjonssymbol som forteller at y skal deriveres

med hensyn pa x. Men det kan veere hensiktsmessig a oppfatte g—i som en brgk med en liten
starrelse dy som teller og en liten stgrrelse dx som nevner. Formelt er dette helt feil, men det
fungerer bra i praksis. Slik uformell ”ingenigr-matematikk” vil du stgte paA mange ganger i
dette kurset.

| praksis er det sjelden at vi finner den deriverte direkte ut fra definisjonen. Vi bruker heller et
sett generelle derivasjonsregler kombinert med derivasjonsformler for spesielle funksjons-
typer. Dessuten har vi et knippe derivasjonsteknikker som er helt uunnveerlige nar vi skal
derivere mer kompliserte funksjoner.

1.2. Generelle derivasjonsregler.

Vi skal nd se pa de generelle derivasjonsreglene. For oversiktens skyld vil jeg konsentrere
meg om selve reglene med noen eksempler, og legge opp lenker til utledningene av reglene.

Jeg skal ta utgangspunkt i skrivematen y = f(x), og skal benytte y' og f (x) som symbol

for den deriverte istedenfor den mer kompliserte (men mer korrekte) skrivematen % 0g ‘“d(xx) :

Pa grunnlag av definisjonen av derivasjon kan vi utlede reglene nedenfor:

La u og v veere to funksjoner som er deriverbare i x.
La c veere en konstant.

Da gjelder:

1)  y=c-u(x) = y'=c-u'(x)

2)  y=u(x)+v(x) = y'=u'(x)+v'(x)

3)  y=u(x)-v(x) = y'=u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x)
5 y:m _ y,:u'(x) v(x)—ugx V'(x)

Utledningene finner du i et vedlegg.

1.3. Derivasjon av spesielle funksjoner.

Reglene foran er generelle regler som alltid gjelder. Men vi trenger ogsa formler for
derivasjon av spesielle funksjonstyper. Vi skal ta disse funksjonstypene etter tur.
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1.3.1. Potensfunksjoner.
En potensfunksjon er en funksjon av typen
y=f(x)=c-x"
der c er en konstant. Den enkleste potensfunksjonen far vi ved a sette n=0. Da blir
y = f (x) =c =konstant.
En konstant funksjon har pr definisjon stigningstall lik null. Da er ogsa den deriverte lik null.
Altsa:

Sasetter vi n=1 og lar ¢ =1, slik at vi ser pa funksjonen

y=f(x)=x.
Dette er ei rett linje med stigningstall lik 1. Da er ogsa den deriverte lik 1. Dette kan vi ogsa
se av definisjonen pa derivasjon:

y,:df(x): lim f(x+Aax)—f(x) _ lim (x+Ax)—x _ Iimﬂzl.

dx Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX

Vi har altsd overbevist oss om at:

Disse reglene er spesialtilfeller av en generell regel, som er vist i et vedlegqg:

Sammen med de generelle regnereglene er vi na i stand til & derivere bade polynomfunksjoner
og rasjonale funksjoner.

Lasning:
a) y'=2-3x"-2x+0=6x*-2x.
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b) Dette problemet kan angripes pa to mater:
1) Jeg kan multiplisere ut og derivere etterpa. Da far jeg:
y="f(x)=(x*-1)(x*+4)=x"+4x’ - x* -4
= y'=5x"+4.3x* - 2x - 0=5x" +12x* — 2x

2) Jeg kan bruke regelen for derivasjon av et produkt. Da far jeg:
y'= (3x2 — O)(x2 + 4) + (x3 —1)(2x +0) =3x" +12x* + 2x* - 2x

=5x* +12x% — 2x

(2x=3+0)(x+2)—(x* —3x+1)(1+0)

C ':
> (x+2)
(2x2+4x—3x—6)—(x2—3x+1) X2+ 4x —7
- (x+2) - (x+2)

Oppgave 1.3.1.

Vi har hittil forutsatt at n er et helt, positivt tall. Men ved a benytte logaritmisk derivasjon kan
vi vise at formelen gjelder for alle n € R. Dette er en svert nyttig utvidelse av bruksomradet
for formelen.

Vi summerer opp:

y=f(x)=x" = y'=n-x""foralle neR.

Eksempel 1.3.2: Deriver disse funksjonene:

a) y=f(x)=vx
1
b) y=f(x)=7
Lasning:
Q) y=f(x)='x=xt = y':ix%’l:ix’%:i-i:L
2 2 2 X% 2\/;

b) Jeg kan bruke regelen for derivasjon av en brgk. Det er imidlertid lettere a gjare slik:

y = f(x):%:x‘2 = y'=(-2)x"t=-2-x"=

X

Oppgave 1.3.2.
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1.3.2. Trigonometriske funksjoner.
Ramma nedenfor oppsummerer derivasjonsreglene for de trigonometriske funksjonene:

y=f(x)=sinx = y'=cosx.
y=f(x)=cosx = y'=-sinx.
y=f(x)=tanx = y'=

cos? X

De to farste reglene er vist i et vedlegg. Den siste er vist i eksemplet nedenfor:

Eksempel 1.3.3: Utled derivasjonsregelen for tan x pa grunnlag av derivasjonsreglene for
SinX 0g COSX.

: sinx U(Xx
Lasning: y:tanx:—:ﬁ.
cosx  Vv(x)
,_u“v-u-v' cosx-cosx—(—sinx)-sinx cos’x+sin’x 1
u? (cosx)’ cos? X cos® X

| eksemplene nedenfor er det vist hvordan vi kan kombinere disse reglene med de generelle
derivasjonsreglene:

Eksempel 1.3.4: Deriver disse funksjonene:
a) y="f(x)=x-sinx

1-cosx
b) y: f(X):T
tan x
C) y= f(X):T
Lasning:

a) y'=1-sinX+X-COSX=SINX+ X-COSX

(0—(-sinx))-x* —(1-c0sX)-2X _ xsinX—2X+2XCOSX _ XSiNX+2C0SX —2

b) y'=

2 4 3
(<) X X
sin x 5
-X—tanx-1 . ——.c0s’Xx——".cos*x _
¢) y'=LC0s’X 805" X _ cos®x oS X _ X—sinx-cosx
X cos? x X2 cos? X X2 cos? X

Oppgave 1.3.3.
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1.3.3. Inverse trigonometriske funksjoner.

I avsnittet om derivasjon av inverse funksjoner skal vi vise hvordan vi kan komme fram til
derivasjonsformlene nedenfor for inverse trigonometriske funksjoner. De kommer spesielt til
nytte nar vi skal integrere.

1.3.4. Eksponential- og logaritmefunksjoner.
Grunntallet e i eksponentialfunksjonen
y=f(x)=¢"
er valgt spesielt slik at stigningstallet til tangenten skal vaere lik funksjonsverdien i tangerings-
punktet (se vedlegq). Dette gir en sveert enkel derivasjonsregel:

Den tilsvarende derivasjonsregelen for naturlige logaritmer er ogsa enkel, og blir utledet i
avsnittet om derivasjon av inverse funksjoner:

Dersom vi bruker et generelt grunntall a istedenfor e, blir reglene:
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Lasning:

a) y':1~lnx+x-izlnx+1.
X

1-xz—lnx-2x

, X—2X-Inx 1-2Inx 1-Inx?

2 - 4 3 3
(XZ) X X X

Oppgave 1.3.4.

1.3.5. Hyperbolske funksjoner.
De deriverte av de hyperbolske funksjonene falger direkte av definisjonene av disse
funksjonene:

y="f(x)=sinh(x)=1(e"-e™) = y'=%(e"+e)=cosh(x)
y=f(x)=cosh(x)=1(e*+e™) = y'=1(e"—e™)=sinh(x)
y=f(x)=tanh(x) = y'= 12

Du ser vel likheten med derivasjonsformlene for de trigonometriske funksjonene?

Eksempel 1.3.6: Vis at derivasjonsregelen for y = tanh(x) stemmer.

N ) B _sinh(x) 3(e"-e¥) e —e
Lgsning: y = f(x)=tanh(x)= cosh(x) %(ex +e*X) TS
B e B R B R R R
y'= Y B 2
(ex+ex) (ex+ex)
4 1

Hvis du na tror at du kan derivere, tar du fryktelig feil. Det fins en mengde mer sammensatte
funksjoner som du ikke kan derivere med disse grunnleggende reglene. Du ma nok lare deg
noen derivasjonsteknikker — og du ma laere dem godit.

Men farst skal vi innom hgyere ordens deriverte.

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Derivasjon med anvendelser. Side 9

1.4. Hgyere ordens deriverte.

Hittil har vi egentlig bare sett pa den fgrstederiverte. Men vi kan derivere den deriverte pa
nytt, og far da den andrederiverte. Vi antar som far at

y=f(x).
Den (ferste-) deriverte skriver vi som vanlig pa formen
df (x)
'=———2=f'(x).
y dx ( )

Da skriver vi den andrederiverte slik:

yrod (df (x)J= d*f (x)

T x| dx dx?

eller enklere: f"(x).

Na kan jo den andrederiverte deriveres, og vi far den tredjederiverte. Og slik kan vi fortsette.

Generelt skriver vi den n’te deriverte slik:

d"f (x)
(m _ _ ().
y'=—s ()

Eksempel 1.4.1: Finn den 2. og 3. deriverte til
a) y=f(x)=sinx—cosx

b) y=f(x)=Inx

Lasning:
a) y'=cosx—(-sinx)=cosx+sinx
= y"=-sin+cos

= y"=-C0SX-Sinx

=)
N—r
<
|
|
|
<
<
Il
|
'_\
SN
<
Il
[
M| =

Oppgave 1.4.1.

Na er du Klar til & ga lgs pa de mer avanserte derivasjonsteknikkene.

1.5. Kjerneregelen.

Mange funksjoner er sammensatte, slik at de kan oppfattes som y = f (u (x)) . Et par

eksempler:
y="f(x)=e™ =e" der u=-2x.
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f(x):\/x2+1:\/a der u=x>+1.
f

(x)=In(x-1)=Inu der u=x-1.

y
y

Vi kan ogsa komme bort i mer sammensatte funksjoner, som i eksemplet nedenfor:
y = f(x)=41+sin*(3x) = Ju
der
u=1+sin*(3x)=1+V?
der
v=sin(3x)=sinw
der
w = 3X.

Hele poenget med disse operasjonene er at sammensatte funksjoner skal tenkes bygd opp av
enklere funksjoner som vi kan derivere. | det siste eksemplet ovenfor ble y bygd opp av

w=3x,v=sinw, u=1+v?og y= Ju , som alle er funksjoner som vi kan derivere. Og nd
kommer vi til hovedpoenget:

Anta at en funksjon kan skrives pa formen y = f (x) =g (u(x)) der bade f,

g og u er deriverbare funksjoner.
Daer

Regelen ovenfor kalles kjerneregelen, og er kanskje den derivasjonsteknikken du oftest
benytter. Regelen formuleres ofte (litt slurvet) slik:
,_dy dy du

Tdx du dx

Denne formuleringen gjar at regelen blir lett & huske. Du skal bare "skyte inn” du i teller og
nevner. Regelen blir ogsa lett & utvide, som vi snart skal se.

Eksempel 1.5.1: Deriver disse funksjonene:
a) y=f(x)=e®

b) y=f(x)=vx*+1

c) y=f(x)=In(x-1)

Lasning:
a) y=e*=e" der u(x)=-2x.
Da blir

uzﬂ_d_u:eu .(_Z)Z—ZE_ZX-
du dx
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b) y=+x>—1=+Ju=u? der u(x)=x*+1.
Da blir

dy du 14 1
'=— . — =iy (2x+0)=Ltu? - 2x=—- :
du dx 2 ( )=2 u? NN

c) y=In(x-1)=Inu der u(x)=x-1.
Da blir
_dy do

Cdu dx

%.(1_o)=

Noen ganger er det gunstig a oppfatte en komplisert funksjon som en kjerne u som selv har en
kjerne v som kanskje selv har en kjerne w osv. Da kan kjerneregelen utvides slik:

du dv dx
eller
,_Gdy du dv dw

“du dv dw dx
osv. etter samme system. Se eksemplene nedenfor.

Eksempel 1.5.2: Deriver disse funksjonene:

a) y="f(x)=y/In(1+x*)
b) y=f(x)=1+sin?(3x)

Lasning:
a) y=In(1+x*) = u=u?
der
u=|n(1+x2)=lnv
der
v=1+x2.
Da blir
dy du dvo | 1, 1 a1
= — =iy .= (0+2x)=Lu>- - X
du dv dx °2 v( ) 2 1+x2\X
1 X X

=ﬁ.1+ X \/In(1+ xz) -(1+ XZ)

b) y =4/1+sin?(3x) =+u =u?
der
u=1+sin’(3x) =1+V’
der
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v=sin(3x) =sinw
der

w=23X.
Da blir

—1u2.(0+2v)-cosw-3

1 e B =3sin(3x)cos(3x)
R 2 (3x)-cos(3¢)-3 \/1+sin2(3x)

Oppgave 1.5.1.

Noen slike sammensatte funksjoner forekommer sa ofte at du like godt kan laere deg de
derivasjonsreglene som kjerneregelen gir:

Det er fin trening a utlede disse derivasjonsreglene:

Lasning: | de 5 farste tilfellene innfarer vi en kjerne

du
u=a-x = —=a.
dx
Da far vi:
y=e""=¢" = y'—d—u-d—u—e”-a—a-e""X
du dx
dy du 1 1 1
=In(a-x)=hhu => y'=——==—a=—-a==.
y=In(a-x) ¢ du dx wu a-x X
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y=sin(a-x)=sinu = y'=j—y'd—u:cosu-a:a~cos(a'x).
u dx I

Reglene for cos(a-x) og tan(a-x) utledes pa helt tilsvarende mate.
De to siste reglene er bare kjerneregelen brukt direkte.

Oppgave 1.5.2.

En liten presisering med tilhgrende advarsel til slutt: Nar vi skriver

dy dy du
y ()g(()) dx du dx
er det underforstatt at y er en funksjon av u alene, og at det ikke forekommer andre variable

starrelser. Hvis vi for eksempel har
y=f(X)=x+Vx+1=x+Ju=x+u? der u=x>+1,
blir det feil & skrive at
_dy du

fordi y=x+ u? bliren funksjon av bade x og u, ikke bare av u alene. Her er det ikke bare tale

om en formell feil. Dersom vi (mis)bruker denne skrivematen, kan vi komme i skade for &
derivere slik (for sikkerhets skyld har jeg krysset ut den gale lgsningen):

Korrekt derivasjon gar ut pa at vi deriverer ledd for ledd, og bruker kjerneregelen kun pa det
siste leddet slik:

y'=1+[iu%j-d—u=1+%u%l~2x=1+%~i-2x=l+

X
dx Ju X211

1.6. Derivasjon av inverse funksjoner.
Anta at vi har en funksjon f som vi gjerne vil derivere. Hvis f har en invers funksjon f™, og
vi kjenner den deriverte av f ™, kan vi utnytte denne kunnskapen til a finne den deriverte av f.

Du husker sikkert at dersom y = f (x) , 0g f er strengt voksende eller strengt avtakende i et
intervall, sa eksisterer en invers funksjon f . Mer presist har vi at:

Dersom en funksjon f er kontinuerlig i et intervall, og f (X) har samme fortegn i hele
intervallet, sa eksisterer det en invers funksjon f ™ i dette intervallet.

Nar y= f (X) , 0g betingelsen over er oppfylt, er x = f (y) Vi hopper bukk over noen
formelle betenkeligheter, og skriver
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dy 1

dx
dx o

Teknikken gar i korthet ut pa at nar vi vil finne y'= g—i sa finner vi farst g—; pa grunnlag av

den inverse funksjonen X = f’l(y). Deretter finer vi y'. Dessverre finner vida y' uttrykt

ved y, og ma omforme svaret slik at vi finner y' uttrykt ved x. Eksemplene nedenfor viser
framgangsmaten.

Eksempel 1.6.1: Bruk derivasjon av inverse funksjoner til a derivere disse funksjonene:
a) y= f(x)=\/§ nar du vet at di(y2)=2y og y>0.
y
o d
b = f(x)=Inx nardu vetat —(e’)=¢e"’.
) y=f(x) &)
c) y=f(x)=arcsinx nardu vet at diy(sin y)=cosy og —£<y<Z,

d
d = f(x)=arctanx nar du vetat —(tany)=

0g -5 <y<7%.

Lgsning: Vi ser at i de angitte intervallene eksisterer det inverse funksjoner. Da far vi:
a) Benytter at

y=Jx < x=y>.

Da blir
dy_+L_4_ 4
dx & 2y 2Jx

b) Benytter at
y=Inhx < x=¢’.

Da blir
y_1_ 1.1
dx & e X’

dy
c) Benytter at
y=arcsinx < Xx=siny.
Da blir
d_y_i_ 1 1 B 1 1
dx & cosy Jcos?y fl-sin’y 1-x?
d) Benytter at
y=arctanx < Xx=tany.

Da blir
d 1 1
d—izgz —=00s"y.

dy cos? y
Men dette svaret ma uttrykkes ved x = tany . Det gjar vi slik:

o 2
sin 1-cos
X* =tan’y = 2y= - y.

Cos“ Yy cos” y
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S& ganger vi begge sider av likhetstegnet med cos® y, og finner cos®y uttrykt ved x°:
x’cos’y=1-cos’y < x°cos’y+cos’y=1

& (¥ +1)cos’y=1 < cos’y=

X2 +1

Dermed har vi at
dy 2
—— =C0S“ Yy = .
dx y x*+1

Oppgave 1.6.1.

Noen ganger kjenner vi en funksjon, og gnsker a finne den deriverte av den inverse
funksjonen i ett bestemt punkt. Eksemplet nedenfor viser framgangsmaten.

Eksempel 1.6.2: Vi har gitt funksjonen
y=f(x)=x>+3x.

o

Vis at f har en invers funksjon f, og finn di( f(x)) ndr x=4.
X

Lasning: Vi ser at
2 =3x*+3>0 foralle xeR,

slik at det eksisterer en invers funksjon x = f‘l(y).
Den deriverte av den inverse funksjonen blir
df *(y) dx 1 1

dy dy 2 3x2+3

dx

Her har vi imidlertid funnet den deriverte med hensyn pay, uttrykt ved x. Det burde vart
omvendt. Na burde vi egentlig funnet x uttrykt ved y, satt inn x(y) i uttrykket over slik at vi

fikk &(f(y)) uttrykt ved y, og deretter byttet om x og y for & finne L( f *(x)).

Men det er ikke enkelt. Heldigvis trenger vi
ikke a gjere det i vart eksempel. Vi ser at nar
x =1 blir

y="f(1)=1+3=4,
slik at i uttrykket for &(f*(y)) blir
x = f*(4)=1. Dermed har vi at

df*(4) 1 1

dy 31°+3 6

Figuren til venstre illustrerer situasjonen.

Oppgave 1.6.2.
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1.7. Implisitt derivasjon.

Hittil har vi forutsatt at sammenhengen mellom de to variablene x og y er gitt direkte pa
formen y = f (x) Men noen ganger er sammenhengen mellom en fri variabel x og en
avhengig variabel y = f (x) gitt pa implisitt form, d.v.s. som et uttrykk som inneholder bade
x 0g Y. Slike uttrykk skrives gjerne pa formen g (x, y) =0. Nar vi skal derivere y (d.v.s. finne

y'= j—i) kan vi farst lgse ut y av uttrykket g (x, y) =0 og deretter derivere. Men kommer ofte

bort i situasjoner der det er vanskelig eller umulig a lgse ut y. Da ma vi finne y' med implisitt
derivasjon.

Denne teknikken er slik: Deriver g(x, y) ved hjelp av vanlige derivasjonsregler. Men ledd

som inneholder y, deriveres da med kjerneregelen der vi benytter at y er en funksjon av x:
,_du dy du

= dy dx dy
Jeg skal vise teknikken gjennom eksempler.

Eksempel 1.7.1: Finn y' =% nar sammenhengen mellom x og y er gitt ved
X

2x*+3y=6.

Lgsning: Det naturlige er kanskje a lgse y av uttrykket. Da far vi:
y="f(x)=-2x*+2,

og deretter derivere. Vi far da
y'=—2.2x=-%x.

Men vi kan ogsa derivere uttrykket direkte med implisitt derivasjon. Nar vi oppfatter x som fri
variabel og y som avhengig variabel, far vi:
4

2x*+3y=6 = 2:2x+3:1'y'=0 < y'=-1x.

| eksemplet ovenfor fant vi den deriverte uttrykt ved bare x. Men ofte far vi den deriverte
uttrykt ved bade x og y. Noen ganger er det mulig a erstatte y med en funksjon av x, som neste
eksempel viser. Men andre ganger ma vi godta at den deriverte er uttrykt ved bade x og y.

Eksempel 1.7.2: Finn y' =% nar sammenhengen mellom x og y er gitt ved
X
x*+y*=9
(Dette er forresten likningen for en sirkel med sentrum i origo og radius 3).

Lagsning: Deriverer ledd for ledd med hensyn pa x, og far

2Xx+2y-y'=0 < y'=—1.
y
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Her kan vi uttrykke y ved x slik:

X+y'=9 o Yy =9-xX o y=£+/9-x*.

Setter dette inn i uttrykket for y', og far
. X X FX

y'=——=— = .
y +J9-x2 J9—x

Det er lett & gjere feil nar du skal derivere ledd som inneholder bade x og y slik at du ma
bruke regneregler for derivasjon av produkt eller brgk i tillegg til kjerneregelen. Neste
eksempel belyser dette.

Eksempel 1.7.3: Finn y' =% nar sammenhengen mellom x og y er gitt ved
X

2X =2y + X-y? +Y_o
X

Lasning: Deriverer ledd for ledd med hensyn pa x:

1.y)-x—y-1
2-1—2-1-y'+(1-y2+x-2y-y')+( y)xz Y2 _o.

Multipliserer hele likningen med x°:
2x% = 2x2y '+ X°y? + 2x°y - y'+ X y'—y =0.
Samler alle ledd som inneholder y':

BRIV I e
428y +x) Y =2 XYty o y =t XY TEX
( y ) y yry i 2X°y — 2X% + X
Her er det neppe mulig a finne y uttrykt ved x. Vi lar derfor svaret sta uttrykt ved bade x og y.

Vi tar noen eksempler til:

Eksempel 1.7.4: Finn y'=% av uttrykkene nedenfor med implisitt derivasjon:
X

a) e -y-e'=1
b) x-y—-Iny=0
c) y-sin(x+y)=2

Lasning:
1 ' X X ! X X ! Y'ex
a y. — 1 o o :O o y _ = B —
) e y—((1y)-e+y-e) o yi(er-e)=y-e o vy R
1 2
b) (1-y+x-1~y')—£-y':0 = (x——j-y‘:—y = y':ly __ :
y y y—X 1-xy

c) Innfarer
u=x+y = u'=%=1+y"
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Det uttrykket som skal deriveres, blir da

y-sinu=2.
Deriverer med hensyn pa x:

(1-y")-sinu+y-cosu-u'=0 < y'sinu+y-cosu-(1+y)=0

< y'sinu+y-cosu+y-y-cosu=0 < y“(sinu+ycosu)=-ycosu
., —ycosu —ycos(X+Y)

o y'=— =—
sinu+ycosu  sin(X+y)+ycos(x+Y)

Oppgave 1.7.1.

Det kan vere vanskelig a finne hgyere ordens deriverte nar du bruker implisitt derivasjon, og
svaret er uttrykt ved bade x og y. En teknikk gar ut pa a derivere sluttsvaret pa nytt. En annen
teknikk gar ut pa a derivere en av mellomregningene en gang til. Jeg skal vise begge disse
teknikkene med utgangspunkt i Eksempel 1.7.2.

Eksempel 1.7.5: Finn andrederiverte av y med hensyn pa x nar
X +y*=9.

Lgsning: Vi fant farstederiverte ved a deriverte ledd for ledd, og fikk
X
2X+2y-y'=0 < y'=——.

y
Dersom vi na deriverer sluttsvaret med hensyn pa x, far vi

oo O X Ly=x@y) yox(S)y yex
dx\ 'y y* y'©ooy y’ y’
der jeg bade har satt inn for y'=—<- og benyttetat x* + y* =9.
Men jeg kan ogsa derivere mellom-resultatet
2X+2y-y'=0 < x+y-y'=0.
Da far jeg
2 Y yr xR
1+((1.y').y'_|_y.y"):0 = y.y":_l_(y') :—1—(—;j :—7—7

,,_i_(_y2+x2j__y2+x2 9
y y* vy

Noen ganger kan disse metodene gi tilsynelatende ulike svar. Men (i alle fall dersom du har
regnet riktig) vil det alltid veere mulig & omforme fra ett svar til et annet med a sette inn kjente
sammenhenger.

Oppgave 1.7.2.
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1.8. Logaritmisk derivasjon.
Dette er en teknikk som spesielt egner seg til & derivere uttrykk av formen

y=(1(x)"".
Du starter da med & ta logaritmen pa begge sider av likhetstegnet:
Iny = In(( f (x))g(x)) =g(x)-In(f(x)).

Sa deriverer du, og bruker kjerneregelen:

l.y-:dg_(x).|n(f(x))+g(x).( 1 ,df(X)J.

y dx f(x) dx

Na gjenstar det bare a derivere f(x) og g(x) og multiplisere med y, og du har funnet y'.

Eksempel 1.8.1: Deriver disse funksjonene:
a) y=f(x)=x"
b) y=f(x)=(cosx)™"

c) y= f(x)=(\/m)X

Lasning:
) Jny= In(x*)=x-Inx
1

—~y'=1-|nx+x-lzlnx+1
y X

y'=y(Inx+1)=x*-(Inx+1)

b) Iny:In((cosx)smx)=sinx.|n(cosx)
B 2
i.y'=COSX-|n(cosx)+sinX.L(_sinx)zcosx_In(cosx)_Sln X
y oS X oS X
-, | e
y'zy(cosx-ln(cosx)—sIn Xj=(COSX)S'HX[COSX-In(cosx)_s'” x]
COS X p—
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Logaritmisk derivasjon kan ogsa benyttes nar du skal derivere et produkt eller en brgk, selv
om du ogsa kan benytte de vanlige derivasjonsreglene. Se eksemplene nedenfor.

Eksempel 1.8.2: Deriver disse funksjonene med logaritmisk derivasjon.

a) y= f(x):(xz—z)s-\/m

cos? x
b = f =
) y=1E 1—sin®x

Lasning:
) ny-= In((x2 -2) -(x+4)5): In(x* ~2) + In(x +4)° =3In(x* ~2) + 1In(x+ 4)

i.y':?,. 21 -2X+%- 1 1= 26X +%. 1
y X° — X+4 X° =2 X+4
6x , 1 2 3 6X 1
'— + = =X —2 '\/m +l'
J y(xz—Z ? x+4j ( ) (XZ—Z ? x+4j
°) Iny=In C05°X = In(cos’ x) - In(1-sin®x) = 2In(cos x) - In(1-sin* )
1-sin®x
p— 1 1 2 .
l-y'=2-—1 (—sinx)—————(-3sin’x-cosx) = 230X B X SOSX
y COS X 1-sin”x COS X 1-sin’x

—2sinx  3sin®x-cosx cos’x [ —=2sinx 3sin®x-cosx
y'=y - = + —
COS X 1-sin®x 1-sin’x COS X 1-sin’x

Du ser sikkert at disse svarene kan omformes pa mange mater, og kanskje ogsa forenkles litt.

Oppgave 1.8.1.

Logaritmisk derivasjon kan ogsa brukes til & utlede flere av de generelle derivasjonsreglene pa
en forblgffende enkel mate:

Eksempel 1.8.3: Bruk logaritmisk derivasjon til a vise at disse derivasjonsreglene gjelder:
a) y=f(x)=x" = y'=n-x""foralle neR.

b) y="f(x)=u(x)-v(x) = y'=u'v+u-v'
u(x , utv-u-v'

c) y=f(x)=%x; =2 Y=

Lasning:

9 y=f(x)=x" & Iny=In(x")=n-Inx
1 1 1 1 1 n n-1
~—.y'=n-= & y'=n-=.y=n-=-x"=n-x
y X X

Legg merke til at alle overgangene gjelder for alle ne R.
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1 1
.y =—-U+—--V
u v
(1 L1 j (1 1 J , ,
=y|=-u+=-v'|=u-v| = U=V [=utvuey
u v u v —
u(x
:f(x):ﬁ N Inyzln[gjzlnu—lnv
v(x) v
1 1 1 1 1
-y =—.u__.v
u v
, (1 1 J u (1 , j ., u ., utv'—u"v'
=y | = u—=v == Zu=-Zv' =2 u—-= ' = 5
u v v \u v v v v
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2. Bruk av derivasjon.

Na som du er blitt flink til a derivere, er det pa tide a ta disse ferdighetene i bruk. Fra videre-
gaende skole har du sikkert benyttet derivasjon til & undersgke forlgpet til funksjoner
("funksjonsdrefting™), og spesielt til & finne maksimums- og minimumspunkter. Vi skal na
repetere og kanskje utvide dette temaet, men vi skal ogsa ta for oss mange andre anvendelser.

2.1. Optimering.

Optimering er en fellesbetegnelse for maksimering og minimering. Vi skal altsa finne
eventuelle maksimums- og minimumsverdier for en funksjon innenfor funksjonens
definisjonsomrade. En fellesbetegnelse for maksimums- og minimumsverdier er ekstremal-
verdier.

La meg starte med et par definisjoner:

Gitt en funksjon f med definisjonsmengde D, . Da sier vi at:
* X, eretmaksimumspunkt for f dersom f (., )= f(x) foralle xe D, .
Funksjonsverdien f (X, ) kalles maksimalverdien til f.

* X, eretminimumspunkt for f dersom f (x.;, )< f (x) foralle x e D, .

min

Funksjonsverdien f (x,;,) kalles minimalverdien til f.

Definisjonene ovenfor gjelder den absolutt starste og absolutt minste verdien for fi D, . Disse

verdiene kalles ogsa globale eller absolutte ekstremalverdier. Men vi er ofte interessert i a
kartlegge "humper” og “dumper” pa funksjonsgrafen. Slike "humper” og “dumper” kaller vi
lokale ekstremalverdier med tilhgrende lokale ekstremalpunkter. (Ordet "optimal” brukes
ogsa istedenfor “ekstremal”).

Vi prgver oss med en definisjon av slike lokale ekstremalpunkter og -verdier:

Gitt en funksjon f med definisjonsmengde D, . La x, € D;, X, € D; .

Da sier vi at:
e X er et lokalt maksimumspunkt for f dersom det fins et tall o >0 slik at

f(x)=>f(x) foralle xe[x —p, x +p]ND;.
Funksjonsverdien f (x,) er en lokal maksimalverdi til .
e X, eretlokalt minimumspunkt for f dersom det fins et tall p > 0 slik at
f(x,)< f(x) foralle xe[x, - p, X, + p] " D; .
Funksjonsverdien f (X, ) er en lokal minimalverdi til f.

Disse definisjonene kan illustreres ved hjelp av figuren nedenfor til venstre.
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Der ser vi at vi kan legge en liten omegn rundt x;
slikat f(x)< f(x) for alle x-verdier innenfor

denne omegnen. Derfor er x, et lokalt
. maksimumspunkt for f. Det spiller ingen rolle at vi
X kan f4 sterre funksjonsverdier dersom vi har x-
verdier utenfor denne omegnen.
Punktet x, er et endepunkt for definisjonsmengden, og er selv med i definisjonsmengden. Vi

ser at det er mulig & legge en liten omegn rundt x, slik at f(x,)< f(x) foralle xe D, som
ligger innenfor denne omegnen. Derfor er x, et lokalt minimumspunkt for f.

La oss et gyeblikk vende tilbake til de absolutte maksimums- og minimumspunktene. Kan vi
veere sikre pa at en funksjon alltid har maksimums- og minimumspunktet med tilhgrende
maksimal- og minimalverdier? Setningen nedenfor gir svaret:

Dersom en funksjon f er definert pa et lukket intervall [a, b] (eller en union av slike lukkede
intervall), vil funksjonen alltid ha bade maksimums- og minimumspunkter.

Dersom D, ikke er et lukket intervall, kan funksjonen ha maksimums- og/eller minimums-
punkter. Men vi kan ikke vere sikker. La oss illustrere disse pastandene med et eksempel:

Eksempel 2.1.1: Vi har gitt funksjonen f (x) = x*. Har denne funksjonen maksimums- og
minimumspunkter i disse tilfellene:

a) D, =[-12].
b) D, =(-1,2].
¢) D, =[-12).
d D, =(-12).

Lgsning: Vi starter med a tegne grafen til f, se figuren nedenfor til venstre.
a) Nér D; =[-1,2], er begge endepunktene med i

definisjonsmengden. Da har f et lokalt maksimum nar
x = -1, et lokalt og absolutt minimum nar x =0, og et
lokalt og absolutt maksimum nar x = 2.

b) Nar D, =<—1,2] , er ikke endepunktet x =—1 med i defini-
sjonsmengden. Da kan ikke f ha noe lokalt maksimums-
punkt her, selv om vi kan komme sa nar dette punktet vi

bare vil. Derimot har vi et lokalt og absolutt minimum nar
x =0, og et lokalt og absolutt maksimum nar x = 2.

c) Nar D, =[—1,2>,er ikke endepunktet x =2 med i defini-
sjonsmengden. Da kan ikke f ha noe maksimumspunkt her,

selv om vi kan komme sa neer dette punktet vi bare vil.
Derimot har vi et lokalt og absolutt minimum nar x =0, og
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et lokalt maksimum nér x=-1.

d) Nar D, = <—1,2>, er ingen av endepunktene med i definisjonsmengden. Vi har derfor

ingen maksimumspunkter i dette tilfellet. Men vi har fremdeles det lokale og globale
minimumspunktet nar x =0.

Vi summerer opp dette eksemplet, og ser at vi alltid har bade maksimums- og minimums-
punkter nar definisjonsmengden er lukket slik som i a). Nar definisjonsmengden ikke er
lukket, kan vi ha bade maksimums- og minimumspunkter slik som i b). Men vi er ikke
garantert at slike punkter eksisterer, noe vi ser i ¢) og d).

En systematisk jakt pa ekstremalpunkter krever skikkelig verktgy. Vi benytter da at:

Vi har kandidater til ekstremalpunkter til en funksjon y = f (x) i disse punktene:

e For x-verdier der f'(x)=0 fordi tangenten til grafen da er horisontal.
o | endepunktene av D, , forutsatt at disse endepunktene er med i D, .
e For x-verdier der f'(x) ikke eksisterer.

| tillegg til disse kandidatene for ekstremalpunkter er det nyttig a ha en oversikt over nar
funksjonen er voksende og nar den er avtakende. Da benytter du at:

f er voksende nar f (x) >0.
f er avtakende nar f (x) <0.

Na har du det verktgyet du trenger. Du starter med a derivere funksjonen, og setter den
deriverte lik null. Da finner du kandidater til ekstremalpunkter. Na kan du avgjgre om disse
kandidatene er maksimums- eller minimums-punkter (eller ingen av delene) ved skaffe deg

oversikt over fortegnet til f'(x). Der hvor f'(x) er positiv, er f voksende. Og der hvor

f'(x) er negativ, er f avtakende.

Eksemplene nedenfor viser hvordan vi benytter dette verktayet til & finne ekstremalpunkter:

Eksempel 2.1.2: Finn eventuelle lokale og globale ekstremalpunkter til funksjonen

_ X —6x2+24x )
y=1()="50s  Dr=B-{-3

Lgsning: Vi starter med a derivere funksjonen:
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. (3% —12x+24)(12x+8) - (x* — 6x” + 24x) 12
o (12x +8)’
_36X° + 247 —144x° — 96X + 288X +192 —12x° + 72X* — 288X
‘ (12(x+))
24x° —48X? —96x+102  24(X —2x —4x+8) *_2x*_4x+8
12 (x+ 2’ o 12%(x+2) e(x+2)
Med litt smartness kan telleren faktoriseres slik:

x3—2x2—4x+8:(x3—2x2)—(4x—8)=xz(x—2)—4(x—2)

:(x—Z)(x2 —4):(x—2)((x+2)(x—2)):(x—2)2(x+2)

Dermed har vi at
(x — 2)2 (x + 2)

a 6(x+§)2 '

Vi ser direkte at y'=0 nar x = -2
eller nar x = 2. For a avgjgre om
dette er maksimal- eller minimal-
X+2 ------ ~ punkter, setter vi opp fortegnslinja
6(x+2): til y' slik det er gjort til venstre. De
intervallene der en faktor er positiv,
Y e < er markert med hel strek. De inter-
\ / |1 vallene der en faktor er negativ, er
-+ — markert med stiplet linje. Punkter
der en faktor er lik null, er markert
med en null.

N
|
[\S)
o
o
N
<y

| den nederste linja for y' er det avmerket at y' ikke er definert ndr x = —2. Dessuten er det

tegnet inn linjer som antyder nar funksjonen er voksende, nar den er avtakende, og nar grafen
har horisontal tangent.

Vi kan na sl fast at punktet x =—2 er et lokalt minimumspunkt, med minimalverdi
f(-2)= (-2)°-6-(-2)"+24-(-2) -8-24-48 80
12-(-2)+8 —24+8 -16

=5.

Dette er apenbart ikke noe absolutt minimum, siden vi kan fa lavere funksjonsverdier for
eksempel ved a sette inn x=0.

Til var overraskelse ser vi at punktet x =2 verken er minimums- eller maksimumspunkt. Det
er et terrassepunkt.

Funksjonsuttrykket kan omformes til
x* —6x*+24x Xx*—6x+24
y=f(x)= = —
12x+8 12+
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vi Siden leddet x* i teller vil dominere nar x — +oo,

77 ser vi at
\/6_ lim f(x)— .
5+ X—>to0

Dermed har ikke funksjonen noe veldefinert absolutt
minimums- eller maksimumspunkt.

I Vi summerer opp: Funksjonen har et lokalt
1 — - - - - -

I minimumspunkt X = -2 med minimalverdi y=5.
I t 1 + t 1 t KT\/:P . p . y
432212 3 ax Den har ingen Iokalg makSImumspl_Jn_kt. Den har
ikke absolutte maksimums- eller minimumspunkt.

Noen ganger er vi ogsd interessert i & vite nar f '(x) er voksende og nar den er avtakende. Vi

innser at nar f'(x) er voksende, ma f "(x)> 0. Da vil ogsa grafen vende sin innhule side
opp. Vi sier at f er konveks.

Nar f'(x) eravtakende, ma f"(x)<0. Da vil grafen vende sin innhule side ned. Vi sier at f
er konkav.

Funksjonen har et vendepunkt nar den skifter mellom & vaere konveks og konkav. Dette
forekommer oftest nar f (x) =0. Men det kan ogsa forekomme i et knekkpunkt, d.v.s. et

punkt der f er kontinuerlig samtidig som f (x) ikke eksisterer.

Vi summerer opp:

o ferkonveks (innhul side opp) nar f*(x)>0.
Funksjonen har derfor et minimumspunkt nar f (x) =0 samtidig som f (x) >0.
e ferkonkav (innhul side ned) nar f (x) <0.

Funksjonen har derfor et maksimumspunkt nar f (x) =0 samtidig som f (x) <0.
e fhar et vendepunkt nar den skifter mellom a veere konveks og konkav.

Eksempel 2.1.3: Finn eventuelle ekstremalpunkter og vendepunkter for funksjonen
y=f(x)=e"-sinx, xe[0, 27].

Lgsning: Vi starter med a derivere:
y'=—e*-sinx+e-cosx=e"(cosx—sinx).

Vi vet at e* >0 for alle x. Da far vi:
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, : : sinx  CosX
y'=0 < cosx—-sinx=0 < sinXx=C0sX < —=—— <& tanx=1.
COSX COSX

Innenfor definisjonsomradet er nd x =% eller x=2+7 =

| .l;:\l‘cn

z
&

Sa undersgker vi fortegnet til den deriverte for a avgjere hva som er maksimums- og hva som
er minimumspunkt. Det er ofte vanskelig & sette opp fortegnslinje for trigonometriske uttrykk.
En metode er a merke av de x-verdiene der uttrykket er lik null, og deretter beregne fortegnet i
ett punkt i hvert intervall mellom disse nullpunktene. Da vil fortegnet veere det samme i hele
intervallet. | dette tilfellet er det imidlertid enklere a tegne grafene til sinx (hel strek) og

cosx (stiplet) i samme koordinatsystem, slik det er gjort nedenfor til venstre. Da far vi at:

- inx - cosx—sinx>0 < cosx>sinx
< 5t 3z /// 2
ACOSX - 27 2 nar o
I D Nl X O<x<Zogndr 2z <x<2r.
4 2 N 3¢
: S Siden e alltid er positiv, far vi den fortegnslinja
yl_g' """""""" f ' t t H d t 2 f
ST — or y' som er tegnet inn nederst pa figuren.

Her er det faktisk lettere & benytte y" for & avgjere hva som er maksimums- og hva som er
minimumspunkt. Vi far

y'=e™(cosx—sinx) = y"=-e"(cosx—sinx)+e(—sinx—cosx)=—-2e*cosx.
Siden faktoren —2e™* alltid blir negativ, ser vi at:

y" <0 slik at vi far et maksimalpunkt nar x = <.

y" >0 slik at vi far et minimalpunkt ndr x=27.

y Vi far vendepunkt nar y"=0 <> cosx=0.
Innenfor definisjonsmengden betyr det at vi far
vendepunkt ndr x=2 ognar x=3r.

0.2 =

Vi ser hvordan disse resultatene stemmer
o overens med grafen som er tegnet til venstre.

Til slutt ma vi summere opp de optimal-
punktene og -verdiene vi finner.

-
[N}
w
B
ol
@4k

<V

Siden begge ytterpunktene er med i definisjonsmengden, far vi:

Lokale minimumspunkter
x=009 x=27

med minimalverdier henholdsvis
f(0)=e"sin(0)=0

09
f(37)=¢ sin(37)~0.014.

Lokale maksimumspunkter -
X=% 0g x=21
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med maksimalverdier henholdsvis
f(§)=e"sin($)~032

0g
f(27)=e?"sin(27)=0.
Vi far globalt maksimum 0.32 for x =%, og globalt minimum -0.014 for x=27.

Vi far vendepunkter ndr x =2 og nar x =2z, med funksjonsverdier henholdsvis

f(2)=esin(2)~0.21 og f(Z)=e*"sin(27)~-0.0090.

Oppgave 2.1.1, Oppgave 2.1.2.

2.2. Bkonomiske anvendelser av derivasjon.

@konomer er sveert opptatte av maksimering og minimering. Bedriftsgkonomene benytter da
matematiske modeller for inntekter og kostnader, og vil gjerne innrette seg slik at overskuddet
(profitten) blir starst mulig. Sosialskonomene er mer interessert i a fa starst mulig nytte av de
tilgjengelige ressursene. Uansett problemstilling benyttes derivasjon i stor grad. | dette lille
notatet skal jeg bare antyde noe om hvordan derivasjon kan anvendes, og vil konsentrere meg
om bedriftsgkonomiske anvendelser. Dette skyldes bl.a. at jeg ma begrense meg til problemer
med kun en variabel. | de fleste praktiske situasjonene (spesielt innenfor sosialgkonomi) ma
vi imidlertid benytte funksjoner av flere variable. Men det ligger utenfor rammen av dette lille
avsnittet.

2.2.1. Kostnader, inntekter og profitt.

Nar vi skal lage modeller over produksjonskostnader, er det vanlig a starte med noen faste
kostnader som palgper uavhengig av hvor mange enheter som produseres, i alle fall innen
visse grenser. Dette kan vaere renter pa lan, avskrivninger, kommunale avgifter, husleie,
kostnader til lys og oppvarming, osv. osv. Slike kostnader skal vi kalle K.

Sa har vi kostnader som er proporsjonale med antall enheter som produseres. Dersom vi
produserer x enheter, og kostnadene pr enhet er K, far vi nd en kostnadsfunksjon

K (%)= K, + Kx.

Na er det vanlig & anta at med store produksjonsserier oppnar man rasjonaliseringsgevinster.
Kostnadsfunksjonen blir da
K(x) =K, +Kx—K,x*

der K, ersd liten at leddet K,x* farst far betydning nar x er relativt stor.

Men hvis x blir for stor (vi produserer mer enn vi egentlig har kapasitet til), risikerer vi at det
palgper ekstra kostnader til overtidslgnn, ekstra slitasje fordi vi ikke far tid til & vedlikeholde
produksjonsutstyret, eller liknende. Vi ma derfor foreta enda en justering av kostnads-
funksjonen, og benytter

K(x)=Kq + Kx = K,x* + Kyx°
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der K, er et svert lite tall slik at leddet K,x* farst far betydning nér x blir sveert stor.
Koeffisientene K,, K,, K, og K, ma tilpasses til forholdene i den enkelte bedrift.

Sa skal vi se pa inntektene ved salg av produktene. Dersom salgsprisen pr enhet er lik p, er
inntektsfunksjonen

1(x)=p-x
der x er antall solgte enheter.

Det er vanlig a anta at alle produserte enheter blir solgt. Da er overskuddet (profitten) gitt ved
en profittfunksjon

7(X)=1(x) = K(x) = p-x— (K, + Kx— K,x* + K;x°)
=—K, +(p— K ) x+ Kx* = Kyx?

Vi vil nd innrette oss slik at profitten blir sterst mulig. For & finne maksimalpunktet for
profittfunksjonen, deriverer vi slik eksemplet nedenfor viser:

Eksempel 2.2.1: En kostnadsfunksjon er gitt ved
K (x)=400+60x - 3x* + X,
mens salgsprisen pr enhet er p =90. Anta at alle produserte enheter blir solgt. Finn den

produksjonsmengden x som gir sterst profitt.

Lasning: Vi setter opp profittfunksjonen
z(x)=1(x)—-K(x) :9Ox—(400+60x—%x2 +Lx3) =—-x +1x* + 30x — 400.

120 120

Deriverer:
7'(X)=—5x*+x+30.

7'(x)=0 < -Lix*+x+30=0

LTI -4(5)30 12143 _{—20-(—1+ 2)=-20
2-(-%) -4 —20-(-1-2)=60
Siden vimaha x>0, er x=60 eneste brukbare kandidat for maksimal profitt. Ser at
r"(x)=—%x+1
slik at
7r"(60) =-=-60+1=-2.
Dermed vet jeg at profittfunksjonen er konkav rundt x =60, slik at profitten er starst nar
X=60.

Oppgave 2.2.1.

2.2.2. Grensekostnad, -inntekt og -profitt.

En gkonom vil definere grensekostnad som kostnadsgkingen ved a produsere en enhet til.
Nar vi benytter matematiske modeller, gjer vi det litt annerledes:
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Den oppmerksomme leser vil kjenne igjen uttrykket i ramma ovenfor som den deriverte av
kostnadsfunksjonen. Na definerer vi grenseinntekt og grenseprofitt pa helt tilsvarende mate:

Nar vi husker at
7(x)=1(x)-K(x)
far vi ved derivasjon at
7'(x)=1"(x)-K'(x).
Vi vet at profitten er sterst ndr 7'(x)=0 < 1'(x)=K'(x). Dermed har vi vist en av de
mest fundamentale sammenhengene innenfor bedriftsgkonomi:

En vaken leser vil forhapentlig murre litt nd. Selv om 7'(x) =0, er det jo ikke sikkert at

profitten er sterst. Den kan jo hende at profitten er minst! Men med de kostnads- og inntekts-
funksjonene vi opererer med, kan du i Oppgave 2.2.2 vise at vi i praksis kan vare sikre pa at
profitten virkelig er starst nar grenseinntekten er lik grensekostnaden.

En annen viktig starrelse er enhetskostnaden, som er de samlede kostnader delt pa antall
produserte enheter. Med andre ord:

Ikke bland sammen enhetskostnad og grensekostnad!
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Det er god bedriftsgkonomi a innrette seg slik at enhetskostnaden blir minst mulig. Da er
K'(x)-x—K(x)-1

X2

E'(x)=0 < =0 < K'(x)-x—-K(x)=0

< K'(x)= K(x)

X
Med andre ord:

Ogsa her vil nok var skeptiske leser kreve bevis for at vi virkelig far minst og ikke starst
enhetskostnad nar grensekostnad er lik enhetskostnad. Men med var kostnadsfunksjon far vi:

E(x):%x):%+ K, — K, x+ K x?

E'(x)=—%— K, +2K,X.

Av dette uttrykket ser vi at nar x er liten, blir E'(x) negativ slik at enhetskostnaden avtar nér
x gker. Men ndr x er tilstrekkelig stor, vil leddet 2K,x dominere slik at enhetskostnaden

vokser nar x gker. Altsa ma E(x) ha en minimumsverdi for en og kun en verdi av X, og det er
nettopp den x-verdien vi finner ved a sette grensekostnad lik enhetskostnad.

2.2.3. Elastisiteter.

Nar det er en sammenheng mellom to stgrrelser x og y, vil en liten endring av den ene
starrelsen fare til at ogsa den andre starrelsen endres. @konomene definerer da:

Nar vi lager matematiske modeller, er det naturlig & anta at y er en funksjon av x slik at
y= y(x). Da er det naturlig a revidere definisjonen av elastisitet slik:
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All erfaring tilsier at det er en sammenheng mellom prisen p pa en vare og omsetningen x.
Settes prisen p ned, vil x gke. Vi ser da bort fra noen sare “status”-varer der en gking av
prisen pa visse merkevarer gir gkt status for de som bruker denne merkevaren, slik at pris-
gking faktisk kan gi gkt omsetning av denne merkevaren.

Vi har definert inntektsfunksjonen som | (x) = p-X. Men hvis x avhenger av p, er det mer
naturlig & skrive

1(p)=p-x(p).
Anta at vi fritt kan fastsette prisen p selv, og vil innrette oss slik at inntekten blir starst mulig.
Da vil vi fastsette p slik at

dx(p) p dx(p)
I'(p)=0 < 1-x(p)+p: =0 < . =-1.
Starrelsen %@ kalles gjerne priselastisiteten, og gir forholdet mellom relativ
X(p p

endring av omsetning x og relativ endring av pris p. Vi ser at:

Dersom omsetningen X( p) avhenger av prisen p, er inntekten 1(p)=p-x(p) sterst nar

p_ dx(p)
x(p) dp

priselastisiteten

Eksempel 2.2.2: Et fotball-lag har erfart at nar billettprisen er 100 kr pr billett, kommer det
3000 tilskuere til hver kamp. Laget har ogsa funnet ut at hver gang billettprisen gkes med 10
kr, reduseres tilskuertallet med 200.

a) Finn tilskuertallet x som funksjon av billettprisen p.
b) Finn den billettprisen som gir sterst inntekt.

Lasning:
a) Nar x reduseres med 200 hver gang p gker med 10, ma vi ha en lineer sammenheng
mellom x og p:
AX -200
X=X, =—(p-— < x-3000=——(p-100
0 AID(|o Po) 1o (P~100)

& x(p)=-20(p—-100)+3000 = —20p + 2000 + 3000 = —20 p + 5000

b) Inntekten er starst nar priselastisiteten er lik —1:
dx
o), p

x(p) dp —20p +5000
& —40p=-5000 < p=125

(-20)=-1 < —20p=20p-5000
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Eksempel 2.2.3: Vis at dersom omsetningen x avhenger av prisen p som
X(p)=.
p

er priselastisiteten konstant lik —a .

Lasning: Vi setter

x(p)=A-p* <

Priselastisiteten blir da

TZ)'%FJ)Z%A(—@ p*t=p-p(-a)pt=p"(-a)=p"(-a)=a.

Oppgave 2.2.3

2.3. Tilvekstformel og differensial.

2.3.1. Tilvekstformelen.
Figuren til venstre viser grafen til en funksjon y = f (x) :
Punktet P har koordinatene (X,, f(X,)).

Vi gir x et lite tillegg Ax . Dersom vi gar langs grafen til f, far
fettillegg Ay nar x far et tillegg Ax . Men dersom vi gar

langs tangenten i P, fary et tillegg dy nar x far et tillegg AX.

Vi vet at den deriverte av f i punktet P er lik stigningstallet til tangenten i P. Av figuren ser vi
at dersom vi gar langs tangenten i P, er stigningstallet

df (x df (x

dt (%) 0):d—y & dy:—( 0)-Ax.
dx AX d

Men dersom Ax er sveert liten, vil tangenten vaere svert ner funksjonsgrafen. Vi gjer ikke

noen alvorlig feil dersom vi setter Ay ~ dy . Da far vi at

Vi har en funksjon y = f (x) Et punkt P pa grafen har koordinatene

(xo, f (xo)) . Anta at y far et tillegg Ay nar x far et tillegg Ax . Dersom Ax
er sveert liten, har vi at

Asz-AX.

Denne formelen kaller vi tilvekstformelen.
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Eksempel 3.1: En terning har sidekant x,. P& grunn av oppvarming gker lengden av
sidekanten med Ax . Finn en tilneermet formel for hvor mye volumet av terningen gker.

Lasning: Volumet av terningen er
V(x)=x’.
Tilvekstformelen gir at volumgkingen blir

V
AV zw-Ax:Sxo2 -AX.
dx

Merknad 1: Vi kan kontrollere resultatet ved a finne en eksakt formel. Far oppvarmingen var
volumet

V, =X,
Etter oppvarmingen er terningens volum blitt

V = (% + AX) = %% + 3%, - Ax + 3%, - (Ax)” + (Ax).
Volumgkingen er da

AV =V -V, = (xo3 +3%,7 - AX+ 3%, - (AX)” + (Ax)s) — X,

= 3%, - AX+ 3%, - (Ax)” +(Ax)’
Men vi har forutsatt at Ax er sveert liten sammenliknet med x,. Da kan vi se bort fra de to
siste leddene (de blir mikroskopiske), slik at vi sitter igjen med at
AV = 3x," - AX,
som er samme resultat som vi fant ved hjelp av tilvekstformelen.

Merknad 2: Vi er ofte mer interessert i den relative (eller prosentvise) tilveksten enn i den
absolutte tilveksten. Vi definerer:

Dersom en starrelse y, far en tilvekst Ay, er den relative tilveksten
Ay
Yo

| vart eksempel blir den relative tilveksten
AV 3x," - AX _ g
V, X, X,

Vi ser at den relative volumgkingen er 3 ganger sa stor som den relative gkingen i sidelengde.
Dette innebarer at hver gang sidelengden gker med 1%, vil volumet gke med (omtrent) 3%.

Merknad 3: Dersom gkingen i sidelengde (og i volum) skyldes en temperaturgking AT , kan
vi vise eksperimentelt at

AX=a-X, - AT
der o er en konstant som kalles den lineaere utvidelseskoeffisienten, og at

AV =y -V, -AT
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der yer en konstant som kalles volum-utvidelseskoeffisienten.

Men tilvekstformelen gir at

AV = 3%, - AX = 3%, - aX%,AT = 3ax,’AT =3a -V, - AT .
Dette medfarer at vi ma ha

y =~ 3a
noe som ogsa bekreftes eksperimentelt.

Eksempel 2.3.2: Fra fysikken har vi at nar et legeme kastes ut med startfart v, under en
vinkel & med horisontalplanet, er den horisontale kastevidden gitt ved
2
s = Y0_sin (20)
29
der g er tyngdens akselerasjon. Finn en tilnzermet formel for den relative gkingen i kastevidde
nar utkastvinkelen er 9, =30° og gker med en liten starrelse A6 .

Lasning: Vi oppfatter strekningen s som funksjon av &, d.v.s.
2

5= f(e):%sin(ze).

Ved hjelp av kjerneregelen far vi at

2 2
AszMM:"Lcos(ze)-z-Ae=VLcos(29)-A9.
deé 29 g
Den relative gkingen i kastevidde blir da
L 20,)- A6 cos|2-30° 1
As gc?S( b) :2_c?s(290)_ _ -Q-AH:Z- 3 -AQ:E\/E-AH
S sin(26,) sin(26, ) sin(2-30°) 13 3

Merk at A® ma oppgis i radianer, siden derivasjonsreglene for de trigonometriske
funksjonene forutsetter at vinklene er gitt i radianer.

Oppgave 2.3.1.

2.3.2. Differensial.

La oss ga tilbake til ssmmenhengen
df (x,)
dx
der Ax er gking i x-verdi, mens dy er gking i y-verdi nar vi gar langs tangenten til funksjons-
grafen i P. @kingen i funksjonsverdi dersom vi far langs grafen, har vi kalt Ay . Vi skal na la
AXx veere sa liten at vi med god samvittighet kan sette Ay = dy . For & markere dette, erstatter

vi ogsa Ax med dx. Da har vi at

dy = - AX

dy=df(x0)~dx
dx
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der vi antar at dx er sa liten at vi ikke bryr oss om at vi egentlig gar langs tangenten til grafen
istedenfor langs grafen selv. Starrelsen dy kalles gjerne differensialet til funksjonen f. det er
vanlig & slgyfe referansen til punktet x,, og bare skrive

:df—(x).dxl
dx

| uttrykket ovenfor er di ett derivasjonssymbol som angir at vi skal derivere f (x) mens dy
X

dy

pa venstre side av likhetstegnet og dx helt til hgyre kan oppfattes som (meget sma) starrelser.
Mer presist er dy gking i funksjonsverdi nar x gker med en sveert liten starrelse dx, og du gar
langs tangenten. Da kan vi dele pa dx pa begge sider av likhetstegnet, og far

df df
dx dx dx
Starrelsen % kan altsa oppfattes som en brgk som er lik den deriverte av y = f (x) Dette
X
dy
dx
forat y = f(x) skal deriveres med hensyn pa x.

er bakgrunnen for at vi noen ganger oppfatter som en brgk, og noen ganger som symbol

2.4. Bestemmelse av grenseverdier (L’HOpitals regel).
Vi har tidligere sett at vi kan f& problemer med & bestemme grenseverdier av formen ” 2" eller
7= L’Hopitals regel er et nyttig redskap til & bestemme slike grenseverdier. Vi skal farst se

pa” 2”-formen.

La f og g veere to funksjoner som begge er deriverbare for x =a.
Dersom f(a)=0 og g(a)=0,er

Bevis-skisse: Figuren nedenfor til venstre viser grafene til to funksjoner f og g som er slik at
f(a)=0og g(a)=0.Lax vare et punkt ner aslik at x =a+Ax der Ax er svert liten.

Siden vi har forutsatt at f (a) =0, gir tilvekstformelen at

A f(x)=Ay, ~ f'(a)-Ax.
i Siden g(a)=0, gir et tilsvarende resonnement at
\ | Y g(x)=Ay,~g'(a) Ax.

//a‘\ AX 1y, % Dablir
: g(x) f(x) f'(x) -Ax f'(x).
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Jo mindre Ax er, jo bedre blir tilneermelsen. Nar Ax — 0, kan vi erstatte ~ med =. Da far vi

(0, 1)

som vi skulle vise.

A

Dersom 0gséd —
9'(x)

blir et ” 3”-uttrykk, deriverer vi bare teller og nevner en gang til.

Eksempel 2.4.1: Bruk L’Hopitals regel til a bestemme disse grenseverdiene:

. sin(2x
a) Ilmﬁ
x—0 X
. 1-cosx
b) leirg 2
0 liminX
x>l X —1
Lasning:
sin(2x i cos(2x)-2 :
2 lim ( ):smozgj:“m (2x) _2c0s0_21_,
x—0 X 0 0 x—0 1 1 1 =
. 1-cosx( 1-cosO 0) . O—(-sinx) . sinx( sin0 0) . cosx 1
b) lim - = —=—|=Ilim =lim = =— |[=lim——==.
x—0 X 0 0 x—0 2X x—>0 2% 2-0 0 x>0 2 i
11
o timMX () i 1o,
olx—1\ 0) *11-0 1 =

Oppgave 2.4.1.

Hittil har vi brukt L’Hopitals regel pa ” 2”-uttrykk. Men det fins en variant av L’Hopitals
regel som gjelder for ” = ”-uttrykk. Den ser slik ut:

La f og g veere to funksjoner som begge er deriverbare nar x — a, og som
begge gar mot +oo nar x — a. Daer
f(x f'(x
IimL = Iim#.
x—a g(x) x-a (X)

Et formelt bevis er kronglete. Men du finner en skisse til et litt lurvete bevis i et vedlegg.

Hittil har vi forutsatt at x gar mot en endelig verdi a. Men L’Hopitals regel gjelder ogsa
dersom x — oo slik setningene nedenfor angir. Farst en variant som gjelder for ” 3 ”-uttrykk:
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_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
S en variant som gjelder for ” 2 "-uttrykk:
Lasning:

. e[ . e[ o . e
a) lim—|=—|=lim—|=—|=lim——>oo.
x—m ¥ 0 x—® Y 0 x>0 2

Denne grenseverdien eksisterer ikke.
1
b) |im'”—x(=fj= limx=0.

X—>wo ¥ o0 X—>00 1 =

Eksemplene ovenfor illustrerer en generell regel: Nar x — oo vil e*-faktorer dominere over
x" -faktorer, som igjen vil dominere over In x -faktorer.

Oppgave 2.4.2.

Ver ngye med & kontrollere at du virkelig har et ” 2™ eller ” = "-uttrykk for du bruker

L Hopitals regel. Hvis du for eksempel skal beregne
. Inx
lim—,
x—=0" X
far du

) (In xj In0* -
lim| — |= = =—00
x—0" X O+ O+
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slik at denne grenseverdien ikke eksisterer. Du ma ikke begynne a derivere teller og nevner i
slike situasjoner.

Vi har flere former for ubestemte uttrykk som vi ikke har sett pa hittil. En av dem er ”0- o0 -
uttrykk. Slike uttrykk mé& omformes til enten ” = eller ” 2”-formen. Ofte er flere forskjellige

omforminger mulig, og det gjelder & velge den som gir enklest regninger. Hvis du er riktig
uheldig, bruker du en omforming som bare gjer problemet verre og verre.

Eksempel 2.4.3: Bruk L’Hopitals regel til & bestemme disse grenseverdiene:
a) )!Lrp(x Inx)
b) lim ((x—%)-tanx)

=
X—)z

Lasning:

a) lim (x-Inx) (= 0-(—o0)).

x—0"

Prgver omformingen

Inx Inx
X'lnXITIT.

2 X
Dette gir

1

: . Inx 2
lim (x-Inx) = lim —-= lim —

2
X
2 2

x—0" x—0" X x—0" —X° X x—0" —]
Jeg kunne ogsa prgvd omformingen
X-Inx=—=—2 ol
wx (Inx)
Men her vil derivasjon av teller og nevner gi
! =—x-(In x)2

—(In x)f2 oA

X

som er et verre problem enn det vi startet med. Dersom vi prgver & gjenta bruken av
L’Hobpitals regel, blir uttrykket bare verre og verre.

b) lim ((x—%)-tanx) (=0-c0).
Jeg przﬂver omformingen
. _(x=%)sinx
(x 2)tanx_—COSX .
Da blir
_ _1-sinx+(x—%)cosx
| —z).t = 2
Jim {(x=2)-tanx)= lim——— ¢~
i (MXﬂ}lwl
X2 sin X 1 =

Oppgave 2.4.3.
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En annen form for ubestemte uttrykk er ” oo — oo ”-formen. Her kan vi prgve & omforme til 2
" eller ”2”-formen, for eksempel ved & samle uttrykket pd en fellesnevner slik som neste
eksempel viser:

Eksempel 2.4.4: Finn
: (1 1}
lim| ————1.
x-0' X SinX

Lasning: Direkte innsetting av x =0 gir et ” oo — oo ”-uttrykk. Vi omformer derfor slik:
lim (E_ 1 j_ lim sinx—x(_ sin0—0 _9]

x=0"\ X SinX x>0 X-sinx \ 0-sin0 0
_lim cosx—1 B cos0O-1 0
x»0"1-sinXx+ x-cosx\ 1-sin0+0-cosO0 O
) —sinx—-0
= lim -
x-0' COS X +(1- COS X + X - (—sin x))
—sin0-0 0

g_
2

o

- cosO+(1-cosO+O-(—sin0)) T1+1-0

Oppgave 2.4.4.

Vi skal til slutt se pa grenseverdier for uttrykk av formen

v(x)
y="1(x)=(u(x)"".
Da forekommer det at lim f (x) gir uttrykk av formen ”0°”, " o®” eller "1 . Alle disse

formene har til felles at grenseverdien avhenger av om grunntallet eller eksponenten vil
dominere nar x — a.

For & kunne bruke L’Hopitals regel, omformer vi slik:
(In

lim y:Iim(e'”y):e!Lma " _et der L=lim(Iny).

X—a X—a

Nar y =u" (der det er underforstatt at bade u og v er funksjoner av x), blir

L=lim(Iny)= Iim(ln(u“)) =lim(v-Inu).
Hvis vi er heldige og dyktige, kan vi bruke L’Hopitals regel til & finne denne grenseverdien.
Deretter blir limy =e". Vi summerer opp:

X—a

Dersom Iim((u(x))v(x)) gir uttrykk av formen ”0°”, 7 «o®” eller ”1*”, beregner vi farst

X—>a

L=lim (In(u"))=1im (v-Inu).

X—a X—a

Deretter blir

Iim((u(x))v(x))=eL.

X—a
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Eksempel 2.4.5: Finn disse grenseverdiene:
a) lim x*

x—>0*
b) XILT (x+1)"

c) lim (tanx)™"

==
X—)z

Lasning:
a) Dette er et ”0°”-uttrykk. Da blir
L= lim(Inx*) = lim (x-Inx)=0

x—0* x—0*

ifalge Eksempel 4.3a. Dermed har vi at
limx*=e" =¢’=1.

x—0" =

b) Dette er et ”1” ”-uttrykk. Da blir
L = lim (In(x+1)") = lim (1- In(x+l)j= lim

x—>0" x—>0"\ X x—>0" X

. =L ] 1 1

=lim2* = lim—=—-=1

x-0" 1  x>0"X+1 0+1
Dermed har vi at

L 1

lim (x+1)  =e" =¢e' =e.

x—0" =

In(x+1)

Side 41

-

(Dette ber ikke komme som noen overraskelse dersom du kjenner definisjonen pa tallet e).

c) Dette er et ” oo’ ”-uttrykk. Da blir

L = lim (In((tan x)msx)) = lim (cosx-In(tanx))(=0-Ino =0-)

X—>Z5 x>z

1 1
__In(tanx) x|
= lim —————==lim

o cosx 0

= lim 2 = |[im—=—=—=0

kot (cosx)_l e (—1)-@5/5()4-(—sin X) *% SinX  xoz sin?x 1

Dermed har vi at

lim (tanx)™" =e* =e° =

z=
X%z

o
1=

Oppgave 2.4.5.

2.5. Numerisk lgsing av likninger (Newtons metode).

| praktisk arbeid kommer vi ofte bort i likninger som ikke lar seg lgse eksakt. Da ma vi
benytte en eller annen metode for a finne en tilnermet lgsning. Vi sier at vi lgser likningen

numerisk.

Det er utviklet mange slike metoder. De fleste krever at du farst gjetter pa en lgsning. Deretter
beregnes en ny lgsning av likningen som forhapentlig er bedre enn den farste gjetningen. Med
utgangspunkt i den nye (og bedre) Igsningen kan du beregne en enda mer ngyaktig lgsning.
Og slik fortsetter du inntil lgsningene ser ut til & stabilisere seg. Men hvis du er uheldig med
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valg av start-lgsning (eller hvis likningen er spesielt ekkel) kan du risikere at de nye
Igsningene kommer stadig lengre vekk fra riktig verdi istedenfor & komme stadig narmere.

Du ma ogsa veere klar over at disse metodene vanligvis kun finner en lgsning selv om
likningen har flere lgsninger.

Alle kalkulatorer og dataprogram som kan lgse likninger, benytter en eller annen slik metode.
Vi skal na se pa Newtons metode som kanskje er den vanligste.

Vil f Metoden forutsetter at likningen er pa formen
i vl finne
denne x-verdien f (X) =0

fxo[ "\ [, {1 Vi gjetter p& (merk nullen pé hgyre side av likhetstegnet). Vi
i | denne verdien . o g
; tegner grafen til f (x) , 0g @nsker a finne den x-

) - -
a2 X > verdien der grafen skjeerer x-aksen. Dette er
— illustrert pa figuren til venstre.
Tangentens skjeeringspunkt
er en bedre |gsning

For & finne denne x-verdien, gjetter vi farst pa et skjeringspunkt som vi skal kalle x,. Vi

beregner funksjonsverdien f (xo), og merker av punktet P med koordinater (XO, f (xo)) . Sa
trekker vi tangenten til grafen i P. Likningen til denne tangenten er

y—fF(%)="1"(%)(x=%).

Denne tangenten vil normalt skjeere x-aksen i et punkt X, som er en bedre lgsning av
likningen enn var farste gjetning x, . Vi finner dette punktet ved a sette inn y =0 i tangent-
likningen. Vi far da:

0-f(x)="F"(%)(x—-%) < Xl_xoz_f'(xo) = Xl:xo_f‘(xo)'

Denne prosessen kan vi gjenta inntil vi far skjeeringspunkt for tangenten som er tilstrekkelig
nar grafens skjaringspunkt med x-aksen. Vi far da nye skjaringspunkter slik:

(s f(x)

0osv...

Vi summerer opp:

Vi kan finne stadig bedre tilnaermede lgsninger av likningen

f(x)=0
ved & gjette pd en startlgsning x,, og deretter rekursivt finne stadig bedre lgsninger ved hjelp
av formelen

Xn = X, —

n
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Eksempel 2.5.1: Lgs likningen
Inx=4-x
numerisk med Newtons metode.

Lesning: Vi starter med a skissere grafene til y=Inx og y =4-x i samme
koordinatsystem som vist til venstre. Vi ser at grafene skjerer
hverandre nar x = x, =3, som blir utgangspunkt for de videre
beregningene. Selv en ungyaktig skisse vil vanligvis gi bra nok
startverdi. Sa omformer vi likningen til

Inx+x-4=0
og danner funksjonen

f(X)=Inx+x-4 < f'(x)=2+1.

X

En falge av stadig bedre (haper vi...) lgsninger far vi av den rekursive likningen
f(x,) e Inx, +x —4

n+1 = n f.(Xn) n i"‘l
Vi setter i gang:
x =%, - MXot¥ =4 g IN3+374_ 5 95604,
< +1 141
= In(2.92604) + 2.92604 — 4
X, =%~ 0%t X% =) 99604 - ( 1)+ — 2.92627.
s 25608 T 1
- In(2.92627) + 2.92627 — 4
X, = X, _Inx2+—x24 —2.92627 — ( ) — 292627 .
5+l a5 T 1

Videre regninger vil ikke gi noen forbedring. Vi har altsa funnet lgsningen x = 2.92627 som
bar veere korrekt med 6 gjeldende sifre.

En liten sluttmerknad: Den rekursive likningen kan forenkles litt i dette tilfellet:

1
. —x Inxn+xn—4_Xn(z+1)_(|“xn+xn—4)_1+xn—lnxn—xn+4_xn(5—lnxn)
m 141 141 141 1+x,

Denne formen gir litt mindre tallregning.

Oppgave 2.5.1.

2.6. Sammenheng mellom endringshastigheter.

| mange praktiske situasjoner er en starrelse y avhengig av en annen starrelse x. Sa endrer x
seg, og vi vet hvor fort x endrer seg. Hvor fort vil da y endre seg?

Slike problem kan formuleres mer matematisk: Anta at vi kjenner en sammenheng mellom x
og y. La t vaere symbol for tid. Da vil & angi hvor fort x endrer seg ndr t gker, d.v.s. at & er
et mal for endringshastigheten til x. PA samme mate blir % et mal for endringshastigheten til

i dx dy
y. Finn en sammenheng mellom < og .
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Slike problem kan lgses pa flere mater. Jeg skal demonstrere to metoder:

Metode 1: Dersom vi kjenner en matematisk sammenheng mellom x og y, for eksempel pa
formen y = f (x), kan vi derivere med kjerneregelen:

&y () &

dt dx dt

i d dy
Dette gir en sammenheng mellom £ og .

Samme framgangsmate kan ogsa brukes dersom sammenhengen mellom x og y er implisitt
gitt.

Metode 2: Nar x endres med en liten stgrrelse Ax vil y endres med en liten starrelse Ay .
Dersom det er mulig & sette opp en sammenheng mellom endringene Ax og Ay, kan vi

deretter prove & finne en sammenheng mellom4* og % .Salarvi At — 0, og vi har en

dx dy
sammenheng mellom<¢ og .

Jeg vil vise begge disse metodene med et eksempel:

Eksempel 2.6.1: En oppblast ballong har form som ei kule med radius r. Pa grunn av en
lekkasje siver det ut luft av ballongen.

a) Hvor raskt endres radien nar du vet hvor raskt lufta siver ut av ballongen?

b) Hvor raskt endres radien i det gyeblikk radien er 10cm, og det siver ut 2.0 liter luft per
minutt?

Lgsning: Det farste problemet er & oversette opplysningene til matematisk sprakdrakt:
e  “Hvor raskt radien endres” ma oversettes til 4 (radiens endringshastighet malt i for

eksempel cm/minutt).
e  ”Hvor raskt lufta siver ut av ballongen” ma oversettes til 2~ (volumets endringshastighet

malt i for eksempel cm*/minutt).
Problemet bestar altsd i & finne en sammenheng mellom 4 og 4- . Jeg skal benytte de to

metodene etter tur.

Metode 1: Jeg vet at volumet til ei kule er

V(r)=24xr’.
Jeg deriverer med hensyn pa tiden t, og far
dv
dt dr dt dt dt

Denne likningen gir oss den gnskede sammenhengen mellom < og 4.
Av opplysningene i b) vet vi at
3
d_V =-20-10° m
dt min
(minus fordi volumet avtar nar det siver luft ut av ballongen), og at r = 0.10m. Da far vi:
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3
Vo _gppr O O LV 150109 |x 0016-M.
dt dt dt  4zr® dt 47r(0.10m) min min

Det vil si at i det gyeblikk radien er 10 cm, reduseres radien med en hastighet pa 1.6 cm/min.
Denne hastigheten vil imidlertid endres etter hvert som radien endres.

Metode 2: Na benytter jeg at overflaten av ei kule er
A(r) =4rr?.
Nar radien r endres med en liten starrelse Ar, blir volumendringen
AV ~ A(r)-Ar =4zr? - Ar
(volum = grunnflate ganger hgyde). Sa deler vi med et kort tidsintervall At og far
AV , Ar
—=4rr°-—
At At
Nar nd At — 0, vil denne sammenhengen ga mot
dv , dr

= = Agr?. =
dt dt

som er det samme som vi fikk med metode 1. Den videre regningen er den samme som med
metode 1.

Legg merke til en viktig detalj: Selv om du kjenner en del opplysninger (som i del b av
eksemplet), ma du finne en generell sammenheng mellom endringshastighetene far du

benytter disse opplysningene. Dersom du setter inn de kjente opplysningene for tidlig,

risikerer du at du ikke far utfert de ngdvendige derivasjonene.

Hvilken metode er best? Dersom det er mulig a sette opp en sammenheng mellom x og v, vil
jeg anbefale metode 1. Men dersom det ser umulig ut, ma du ty til metode 2. Uansett metode:
Det vanskeligste punktet er ofte a oversette oppgaveteksten til matematisk sprakdrakt der du
identifiserer hvilke endringshastigheter som inngar i problemet.

Neste eksempel er nesten et ”standard-eksempel” som forekommer i mange varianter:

Eksempel 2.6.2: En sandhaug har form av en kjegle med spissen opp. Ved hjelp av et
transportband tilfgres det hele tiden 1.5dm?® sand pr sekund. Kjeglen star pa et horisontalt

underlag, og er hele tiden formet slik at hgyden er dobbelt sa stor som radien. Hvor fort gker
hgyden i det gyeblikket hgyden er 2.00m ?

Lasning: Sandhaugen (uten transportband) er vist pa figuren til venstre.
W Vi gnsker & finne hvor fort hayden gker, d.v.s. at vi vil finne 4t
Vi vet at det tilferes 1.5dm? sand pr sekund. Da er 9% =1591"
Volumet av en slik kjegle er
V=1.7R*-h.
Siden vi er ute etter en sammenheng mellom < og <~ er det naturlig

a uttrykke volumet ved hgyden alene. Na har vi at
h=2R < R=1h

slik at
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V=1.2zR*.-h=1.7(1h) -h=1zh’.

Da blir
dVv (h

&V _ V() dh_ . dh o dh_ 4 dv

dt dn dt dt dt dt  zh° dt dt
Na gjenstar det bare a sette inn de oppgitte verdiene:

3 0.1m)’

dh 4 v 4 ggim 4 5O oonsse.

dt  zh® dt z.(2.00m) s z-(2.00m) s —
Vi avslutter med et vanskeligere eksempel:
Eksempel 2.6.3: Ei roterende fyrlykt L star pa en holme 500 m fra

Petters hus P. Lykta sender ut en smal lysstrale
som roterer en hel omdreining pr minutt. Petter
vil gjerne vite hvor fort lysstralen beveger seg
bortover stranda idet den passerer huset hans.
Kan du hjelpe ham?

Anta at stranda er rettlinjet ved Petters hus slik
skissen til venstre angir, og at ei rett linje PQ
langs stranda gir de dimensjonene som er angitt
pa skissen.

Lasning: Vi innfarer en starrelse x som er avstanden fra punktet Q til det punktet pa stranda
der lysstralen befinner seg. Den farten som lysstralen har langs stranda ma veere & der t er

tiden. Den vinkelen som lysstralen danner med linja LQ kaller vi 6. Siden Iysstralen roterer en
omdreining (d.v.s. 2z radianer) pr minutt, blir rotasjonsfarten
do 2z rad/s

dt 60
For & finne en sammenheng mellom lysstrélens fart & og rotasjonsfarten 42

at

42, ser vi av figuren

tan¢9=§

Vi deriverer denne sammenhengen med hensyn pa tiden t (husk at y er konstant), og far
dx 1 dé

dt:y.cosze'a'

& x=Yy-tand.

Av figuren ser vi videre at idet lysstralen passerer Petters hus, er

cosf =32=0.6.
Da er stralens fart langs stranda
dx 1 dé 1 2r
=300m.-—

— =y ——— = -——rad/s ~ 87m/s .
dt cos* 4 dt 60

Oppgave 2.6.1.
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2.7. Sekantsetningen og Rolles setning.

Dette er to setninger som farst og fremst er nyttige i teoretiske undersgkelser. Vi far lite bruk
for dem i praktisk arbeid, og skal derfor ngye oss med & nevne dem.

Gitt en funksjon f som er kontinuerlig i et lukket intervall [a, b] og
deriverbar i det 4pne intervallet (a, b).

Sekantsetningen:
Det fins minst ett punkt ¢ € (a, b) slik at

SNRIORIO)

b-a

Rolles setning:
Dersom f(a)= f(b), fins det minst ett punkt ¢ € (a, b) slik at

f'(c)=0.

f(b)f---=----= Sekantsetningen er illustrert i figuren til venstre. Der
f(b)-f(a) serdu at den rette linja gjennom punktene A og B har

f(a)~-7 . stigningstall
I I NN f(b)-f(a)

Et eller annet sted mellom x =a og x =b ma det da (siden f er kontinuerlig) finnes minst ett
punkt x =c slik at tangenten i dette punktet er parallell med den rette linja gjennom A og B.

Rolles setning er bare et spesialtilfelle med f (a)= f(b).

2.8. Krumning og krumningsradius.

Noen ganger er vi interessert i a vite hvor mye grafen til en
11 (x) funksjon krummer i et bestemt punkt. For a finne et mal for
S krumningen, kan vi ga fram som vist pa figuren til venstre.

Der ser du grafen til en funksjon y = f (x). Vi merker av et

punkt P pa grafen, tegner inn tangenten til grafen i P, og
o) oppreiser normalen til denne tangenten i P. Sa velger vi et nytt
punkt Q pa grafen naer P, trekker tangenten i Q og oppreiser
normalen til denne tangenten i Q. De to normalene skjerer
P hverandre i punktet S. Dette punktet kan oppfattes som sentrum
i for en sirkel som har PS som radius.

Sa lar vi Q gli mot P langs grafen. Grenseverdien for avstanden PS nar Q faller sammen med
P skal vi kalle krumningsradien til f i P. Punktet S blir da krumningssenteret, og sirkelen
med sentrum i S og krumningsradien som radius kalles krumningssirkelen.
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| et vedleqqg er det vist at:

Auv figuren ser du at jo mer grafen krummer, jo mindre blir krumningsradien. Vi definerer
derfor en starrelse som vi kaller krumning, som blir stgrre jo mer grafen krummer. Denne
stgrrelsen definerer vi slik:

Det er vanlig & bruke absoluttverdien i uttrykkene for p og « fordi en radius er et positivt tall.

Men dersom vi fjerner absoluttverditegnene og regner med fortegn, vil et positivt fortegn bety
at krumningssirkelen ligger over grafen. Et negativt fortegn betyr at krumningssirkelen ligger
under grafen.

La oss se pa et par eksempler:

Lasning:
a) y=x> = y'=2x = y"=2.

2\ 2\ ot
(L) )| |2+ (2x)7)

p: - =] .

y' o 2 |
Setter inn x =0 og far
a0y 1
B _i_

Grafen til y = x* er vist til hgyre

sammen med krumningssirkelen.

._________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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b) y=Inx = y'=i=x"

:> yu:_szz_i2

X

Istedenfor & sette inn disse uttrykkene i formelen
for p, er det lettere & beregne verdiene av y' og

y'" i punktet (1, 0) for innsettingen:

y'=x=1=1.
ylag=g=t
Da far vi
1+(y' : 2)?
oY fae)
y | -1 |

:2%:(23)%:\/§:£

y

1+

Side 49

A

Grafen til y=Inx sammen med
krumningssirkelen.

Merk at dersom vi regner med fortegn, vil p bli positiv i eksempel a) og negativ i eksempel
b). Dette stemmer med at krumningssirkelen ligger over grafen til f dersom o >0 og under

grafen til f dersom p <0.

Oppgave 2.8.1.
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3. Blandede oppgaver.
3.1. Oppgaver.
Her finner du en samling blandede oppgaver innen derivasjon og anvendelser av derivasjon.

De fleste oppgavene har veert gitt som eksamensoppgaver. Et par oppgaver er litt endret. Du
finner lgsning pa oppgavene ved a klikke pa oppgavenummeret.

Oppgave 1
Deriver disse funksjonene:

a) f(x)=e""

b) f(x)=+/sin®x+1

c) f(x)=arctan( ZX J

X" —

1

d) y=1Vex

e) y=In(x"cosx)

g y= f(x):(e’xsin(ZX))2
h y=In(31-cos(2x))
i) y:f(x)zxz-\/m

COS X

% y:f(x):\/l+sin2x
K) f(x)=e*Vl+e™

Oppgave 2
a) Gitt funksjonen
In(cosx)
=f(x)=—=.
y="1(x) tan x
Vis at
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sin? x

b) Deriver funksjonen

f (x)=sinx-+1+cos’ X ,

0g vis at svaret kan skrives pa formen

2¢0s° X

J1+cos?x

c) Vi har gitt funksjonen

y= f(x):ln(x+\/m>.

f'(x)=

1) Hva er funksjonens sterste definisjonsmengde?
2) Deriver funksjonen, og skriv svaret sa enkelt som mulig.

d) Vi har gitt funksjonen
y="f(x)= In(\/tan x).

Vis ved a utfere derivasjonen at

dy 1
dx sin(2x)
Oppgave 3
dy

Finn y' = I disse tilfellene:
X

a) xX*-xy’+y=0
b) y-e*+y*-e*=4
c) x*-3xy’-6y=4
d x*-2xy+3y*=1
e) Xx-siny=y-sinx
f) yhy=x’

2

9) y~|nx—y—:1
X

h) x2y+21:1
y
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i) x2-1=2y.y

D 2xX—xy+y’ =1

Oppgave 4

En funksjon y = f(x) er gitt implisitt ved
x-Iny+2=x*+y>.

Bestem y' og y" i punktet (1,1).

Oppgave 5
Du skal bestemme koeffisientene a, b, ¢ og d i tredjegradsfunksjonen

y=f(x)=ax’+bx’ +cx+d

slik at punktene (0,0) og (2,4) blir lokale ekstremalpunkter.

Oppgave 6
Vi har gitt funksjonen

f(x)=x—In(x* +1)-arctan(x).
Bestem eventuelle lokale maksimums- og minimumspunkter for funksjonen.

Oppgave 7
Vi har gitt funksjonen
y=f(x)=Vx-Inx, D, =(0,).
a) Finn den deriverte av y, og bruk denne til & bestemme eventuelle maksimal- og
minimalpunkter for funksjonen med tilhgrende funksjonsverdier.

b) Finn lim f (x) og skisser grafen til f pa grunnlag av det du na vet.

x—0"

Oppgave 8
Gitt funksjonen

y=f(x)=e™-sinx, 0<x<2r.
a) For hvilke verdier av x ligger grafen til f over x-aksen?
b) Finn y' og y".
c) Bestem funksjonens maksimal- og minimalpunkter.
d) Skisser grafen til funksjonen ut fra de opplysningene du har na.

Oppgave 9
En hermetikkboks har form som en rett sylinder med radius R og hgyde h. Boksen skal ha et

fast volum V. Bestem boksens form (d.v.s. sammenhengen mellom h og R) slik at arealet av
boksens overflate (summen av topp, bunn og sideflate) skal bli minst mulig.
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Oppgave 10
Bruk Newtons metode til & finne en tilnermet Igsning av likningen

cos X = X*
med 3 desimaler.

Oppgave 11
a) Bestem disse grenseverdiene:

X—00

5) Iim(arctan x]
X

7) lim XSin X
x=>01 —COoS X

8) “mtan—(—z)
x>0 In(x+1)

b) 1) Finn farste- og andrederiverte til funksjonene
f (x) = cos® (%7x)
0g
g(x)=(x-1)Inx.
1) Finn
fim cos? (£ 7x) |
=1 (x=1)Inx

c) Bestem grenseverdiene:
—bx —bx
. Xe . Xe
1) lim 1) lim
x—0 1_97)( X—o© 1—e7X

der b er en positiv konstant.

d) Bestem grenseverdien
lim (cos x)é :

x—0

e) Vi har gitt funksjonen
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df  5xe*—e™ +1

1) Visat —=
dx

2) Finn Iim(ﬂj

x>0\ dx

Oppgave 12

Oppgave 13

5x°

Et kar er formet som en rett kjegle som star med spissen ned.
Kjeglens dimensjoner er slik at radien er halvparten av
hayden. Vi fyller vann i karet til en hgyde y.
a) Vis at volumet av vannet er
V==Lry’
Du kan ta utgangspunkt i at volumet av en rett kjegle med
radius R og hayde h er
V= %ﬂ'th :
b) Vi fyller vann i karet, slik at volumet gker med 0.20 m*
vann pr. minutt. Hvor raskt stiger vannflata i det gyeblikk
vannet star 1.50 m hgyt i karet?

En punktformet lyskilde P kan gli
langs en horisontal skinne. En stav
1 med hgyde h = 0.10 m star loddrett i
- en avstand | =1.00 m fra en loddrett
7 skjerm. Nar lyskilden er i avstand x

- fra staven, kaster staven en skygge

med hgyde y pa skjermen. Hvor fort
vokser skyggen nar lyskilden er
0.50 m fra staven, og beveger seg

med en fart pa 0.10 m/s mot staven?

To bater A og B gar langs hver sin akse i et koordinatsystem.
Bat A gar med en fart % =10 i retning gstover (langs positiv x-

akse), mens bat B gar med en fart 3—){ =15 i retning nordover

(langs positiv y-akse). Avstanden mellom batene skal vi kalle a.
Hvor fort gker avstanden mellom batene i det gyeblikket da A

befinner seg i punktet (4,0) mens B befinner seg i (0,3)?

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Derivasjon med anvendelser. Side 55

Ei gatelykt star en hgyde h over bakken, som er horisontal. Et
sngfnugg faller rett ned i en horisontal avstand a fra lykta.
Skyggen av sngfnugget befinner seg i en horisontal avstand x
fra lykta nar sngfnugget er i en hgyde y over bakken.

a) Visat x-y=h(x-a).

b)  Finn skyggens fart % uttrykt ved bl.a. sngfnuggets fart

dy
dt

3.2. Lgsninger.

Oppgave 1
a) y=f(x):eJ1‘7=eu der u=~1-x2 =V =v? der v=1-x°.
Da blir

dy _dy du OIV—e“-%v’%-(—2x)=eﬁ*7- L (=2x) = —

2
) X - e\/lfx
3 .
1-x°

dx du dv dx 1— x2 N

b) y=f(X)=+sin?x+1=~/u =u? der u=(sinx)’ +1.

Da blir
W9y AU osin- cosx = ——-sin x- cosx = SMX_C0SX
dx du dx °? Ju Jsin?x+1

2

c) y="f(x)= arctan( ZX 1) =arctanu der u=

— X2 -1
Da blir
dy dy du_ 1 '1-(x2—1)—x-2x_ 1 X -1-2%°
dx du dx u*+1 (x2—1)° ( X jz (x2—1)°
) T
x° -1
(x*-1)" -“1-x —(x?+1) —(x*+1)

B 2 +(x2-1)° '(X2_1)2 XX 2+l X —xE4l

1
1 132 1
d) y=\ex =|e*| =e>*=¢" deru= ! zix’l.
2 2

2x
1 1
d_y — d_yd_u _— .1(_1) X2 = g2x (_—];j = _izezx .
dx du dx 2 2X 2X
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e) Det enkleste er nok a omforme ved hjelp av logaritmeregler:
y =In(x*cosx) =Inx* +In(cosx)=2Inx+Inu der u=cosx.

Daer
d_y:2.1+1.d_u:g+i.(_sinx):g_tanxl
dx X Uu dx X cos X

Alternativ: y =In(x* cosx) =Inu der u=x*cosx.

Daer
2 -
_tdu_ . L (2xcosx+x* (=sinx)) = ZXCOSZX XSINX_ 2 tanx.
udx x“cosx X° COS X X
e e (2x)-x—e* 1 g
f) y = = y'= ( )2 =— (2x2+1).
X X X

0) y=f(x) :(e’xsin(ZX))2 =u? der u=esin(2x).
y'=2u -j—l;(:z(eXsin(2x))(—exsin(2x)+eX cos(2x)-2)

=2e7*sin(2x)-e ™ (—sin(2x)+ 2cos(2x)) = 2e *sin(2x)(2cos(2x) —sin(2x))

h) y= In(f’/l— cos(2x)) =In(1- cos(2x))% =1In(1-cos(2x))
, 1 2sin(2x)

y :%.m-—(—sin(Zx))Q:@'

i) y=f(x)=x*VIn =x*-u? der u=Inx.
1 1 _2x-u%-2u%+x_4xu+x
2u

[N

ﬂ:2x~u%+x2~%u'%-d—u:2x-u%+x\§~
dx dx

~ x(4Inx+1)

- 2+/Inx

Y 2u% 2u%

COS X

y=f(X)=———.
() J1+sin?x

Deriverer farst nevneren for seg:

g(x)=+1+sin’x =Ju =u® der u=1+sin?x=1+Vv2 der v=sinx.

, - 1 . Sin X - cos X
g'(x)=3u"?-2v-CcoSX = —————"5siNX-COSX =

VJ1+sin?x Ji+sin?x

)

Da blir
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: . sin X - cos X
y-:(_smx).m_cojx'm'\/1+sin2x
V1+sin®x V1+sin?x
_ (=sinx)(1+sin®x)—sinx-cos*x _(-sin X)(L+sin’ x+(1-sin’ x))
) (mr B (1+sin2x)%
—2sin X

(1+sin2 x)%

K) f(x)=e2V1+e? =e® . Ju=e u?der u=1+e?.

1 1
fr(x)=2e* Ju+e” -Tu"-u'=2e" Ju+e* 2. (0-2e%)

u
1 2e.u-1
= 2e” Ju+ i —R g2 ) = 2e*Ju - - =
e ﬁ( 2 7 NIRRT
27 (1+e®)-1 28 +2-1 2™ +1
N Jite?  Jlie?®
Oppgave 2
In(cosx)
= f =
? y (X) tan x
Da blir

—~.(=sinx)-tanx—In(cos x) -
y' = £OSX

— —tanx-tanx—In(cosx)-—=
cos’ X _ cos® x
tan® x tan? x
In(cosx)-
2 In(cosx)
= — 1+ 5 cos X :_(l-'-T
sin’ x sin? x
cos? x

b) f (x) =sinx-+1+cos’x

f'(x)=cosx-+v1+cos®x +sinx-L

L (1+cos?x)” - Z cosx(—sinx)

=2 2 =2
sin®x-cosx cosX-(1+cos®x)—sin?Xx-cos X
=COS X -/1+C0s? X — = ( )

V1+cos® x V1+cos® X
_ cosx+c0s>x —(1—cos® x)cosX _ oS X +COS° X — COS X +C0S® X
J1+cos? x J1+cos? x
2c0s’ X

1+ cos® x
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c) y:f(x):ln(x+\/m).

Funksjonen er definert ndr x ++/x* +1 > 0. Dette er dpenbart tilfelle dersom x>0. Men
siden Vx2 +1>x? = +|x| , ser vi at funksjonen ogsa er definert nar x < 0. Altsa blir
funksjonens stgrste definisjonsmengde D, = R.

y:In(x+\/x2+l):Inu der u=X+vx>+1=X+V =x+V? der v=x2+1.
Da blir

, dy dy du 1( L dvj 1 1 1 X
A A S ETTIERYS S ! NS REL N Vg P

YT T du o u 27 dx) W ul” Jx2a1
_i[\/x2+l+xJ 1 1

u _U.\/x2+1_\/x2+1

NI

X2 +1

1 .
d) y:f(x):ln(\/tanx):lnlenui:%Inu der u =tanx = >0 %
CoS X
dy 11 du_ 1 cosx-cosx—sinx(-sinx)
dx 2 u dx 2tanx (cosx)2
1 1 1 1

25mx cos’x  2sinxcosx  sin(2x)

Oppgave 3
Deriverer implisitt i alle oppgavene:

a) x> —xy’+y=0
X —(1y?+x-2y-y')+y'=0 < 33—y -2xy-y+y'=0

& (1-2xy)y'=y’-3* < y'=

b) y-e*+y*-e¥=4
(y-e*+y-e)+(2y-y-e* +y*-e¥.2)=0
Deler pa e*:
y+2y-y e +y+2y’e*=0 < (1+2y-e*)y'=—y-2y*-¢*

2 X . X
o yo_yraye _y(t+2y-e”)

1+2y-e" 1+2y-e* =
c) x* —3xy* -6y =4
3x*—3(1-y? +x-2y-y')-6y'=0 < 3x*—3y?—6xy-y'—6y'=0
2_y2_2(xy+1)y'=0 -y
&S XK=y =-2(xy+1l)y'=0 & y'=—-—"7—
y -2(xy+1)y Ty
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d) x? —2xy +3y* =1
2Xx-2(1-y+x-y)+3-2y-y'=0 < 2x-2y-2X-y+6y-y'=0

< X-y+(-x+3y)-y'=0 < y'=—X_y
_3y
e) X-siny =y-sinx.
. dy dy .
1~smy+x-cosy-—:1-&~smx+y~cosx
. dy .
(xcosy—smx)d—:ycosx—smy
X
dy _ycosx-—siny
dx xcosy—sinx
f) y-Iny=x°.
ﬂ-lny+y-£d—y:2x = ﬂ(lny+1):2x = dy 2 .
dx y dx dx dx Iny+1
y2

9) y-Inx—=—=1.
X

1 _ 2.
2y yxoy 1,

X2yhInx+xy —2xy-y'+y? =0
y'(x* Inx—2xy) =y - xy

yie y*+Xxy
2xy — x* In x

, 1
y Inx+y-—-—
X

h) y = f(x):(e‘xsin(Zx))2 =u? der u=e"sin(2x).

du

y'=2u = 2(e*sin(2x))(—e sin(2x)+e " cos(2x)- 2)

= 2e *sin(2x)-e~*(—sin(2x) + 2cos(2x)) = 2e **sin(2x)(2cos(2x) - sin(2x))

i) x2—1:2y\/§:2y“%:2y%
2X

ZX:Z.%y%_l.y':3y%.y':3\/§.y' o y':m,

B 2x*—xy+y°=1.
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2:2x—(1-y+x-y)+2y-y'=0 < 4x-y-x-y+2y-y'=0
y —4x
2y — X

& (2y-x)y'=y-4x < y'=

Oppgave 4
x-Iny+2=x*+y>,
Deriverer implisitt:
2x—Iny
5-2y

1-Iny+x-1-y'+0:2x+2y-y' = (1—2yjy‘:2x—lny S y'=
y y

Setter inn x =1, y=1 og far
2:1-In1 2-0
! 111 = = =
y'(11) T K
Na kan y" finnes pa flere mater. Jeg velger a multiplisere uttrykket for y' medy i teller og
nevner, og deretter derivere pa nytt:

-2

. 2xy—-y-Iny
)= X—2y°
(2(1-y+><-y-y')—(y'-lny+)/-jy‘))(x—2y2)—(2><y—y-lny)(1—2-2y-y')
g .

(x-2y*)
Setter inn x=y=1o0g y'=-2, og far:
(2(1-1+1-1-(=2)) = ((=2)-In1+(-2)))(1-2-12) - (2-1-1-1-InD(1-2-2-1-(-2))
(1-2.22)
_(20-2)-(0-2)1-2)-(2-0(1-(-8) _(-2+2)(-D-2.9
(-1)° 1 =

Oppgave 5
y=f(x)=a+bx*+cx+d.

y'=3ax’ +2bx+cC.

Siden punktet (0,0) ligger p& funksjonsgrafen, er
a-0°+b-0"+c-0+d=0 < d=0.

Siden punktet (0,0) er et ekstremalpunkt, er
32-0°+2b-0+c=0 < c=0.

Altsa kan funksjonen reduseres il
y=f(x)=ax’+bx’ = y'=3ax’+2bx,

Siden punktet (2,4) ligger pa funksjonsgrafen, er
a-2°+b-2°=4 < 8a+4b=4 < 2a+b=1.
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Siden punktet (2,4) er et ekstremalpunkt, er

Trekker de to siste likningene fra hverandre, og far a=-1.
Deretter blir b=-3a=3.

Funksjonen blir da

Matematikk for ingenigrer.
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3a-22+2b-2=0 < 12a+4b=0 < 3a+b=0.

y=f(x)==x+3x*.

Til kontroll er grafen skissert til hayre.

Oppgave 6
a) f(x)=x—In(x* +1)-arctan(x).
df (x) 1 1 (¥+1)-2x-1 2 _oy  x(x-2)
=l X = 2 =72 i
dx X +1 X +1 X +1 X“+1 X“+1
0 2 Siden x* +1 alltid er positiv, vil fortegnet til
> df (x)
o kun avhenge av telleren. Av fortegns-
X —————-— X
skjemaet til venstre ser vi at f vokser nar x <0
X-2 -m—mmmqm oo ognar x>2,ogatfavtarnar 0 < x < 2.
xx-2) — L | - Da far f et lokalt maksimum nar x =0 og et
— T~ lokalt minimum nér x = 2.
De tilhgrende funksjonsverdiene blir:
f(0)=0-In(0+1)—arctan0=0.
f(2)=2-In(2* +1)-arctan2 ~ —0.72
Oppgave 7
) y=f(x)=+x-Inx, D, :(0 o).
dy 1 1 1
— Inx+\f X+—==——+(InXx+2).
o 20X RN LAy { UL
d—y:O N L —(INx+2)=0 < Ihx=-2 < x=¢~
dx 2% _
Siden 24/x alltid er positiv, er >O ndrinx+2>0 < Inx>-2 < x>e”.
Dette viser at f er avtakende nar O < x< e ogvoksende nar x >e™. Altsa har vi et
minimumspunkt for x =e~
Daer
! 2
=+e?In(e?)=(e?)2(-2Ine Y(=2)1=-=.
ym.n\/()()()()_e
b)  lim f(x)=limVxInx.

x—0* x—0"

Vi ser at v/x — 0 mens Inx — —o ndr x — 0" . Vi har altsa et ” 0 - oo "-uttrykk. For &
kunne bruke "Hopitals regel, ma uttrykket omformes. Vi prgver denne omformingen:
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Inx Inx
y:\/;'InX:T: 1
WX
Deriverer teller og nevner hver for seg, og far
(|n X)' i Xt 1 0 N
—=—"2—==-2.—5=-2X =—2X >0 ndr x - 0",
(x7)' -5 X X ?
Alternativ omforming:
X
y= X Inx = Jx

-1 .
(Inx)
Deriverer teller og nevner hver for seg, og far

(V) a1 K

((mx)™) =2-(nx) "2 2(Inx)”
som ikke ser ut til & fgre fram.
Siden vind vetat f(x)—0 nar x— 0", og

ogsa vet at f er avtakende nér 0 < x <e™, ma
grafen til f se ut som vist til hgyre:

Oppgave 8
y=f(x)=e"sinx,0<x<2rx.

a) Funksjonsgrafen ligger over x-aksen nar y > 0. Siden e alltid er positiv, er y >0 nar
sinx>0 < O<x<r.

b) y'=—e*-sinx+e*-cosx=e"(cosx—sinx).

y"=-e*(cosx—sinx)+e*(-sinx—cosx) =—-2e*cosXx.

c) Funksjonen har ekstremalpunkt nar
y'=0 < e*(cosx—sinx)=0 < cosx=sinx
< tanx=1 < x=1izvXx=217

Dessuten kan funksjonen ha ekstremalpunkt i endepunktene av definisjonsomradet.
Nér x =47, er cosx>0 slikat y"<0. Da far vi et lokalt maksimumspunkt ndr x =1 .

Da er funksjonsverdien
y=f(iz)=e*" sin(iz)=1v2e*" ~0.3224.

Nér x =27, er cosx <0 slikat y">0. Da far vi et lokalt minimumspunkt ndr x =27 .

Da er funksjonsverdien

y=f(3z)=e" sin(37) =12 ~-0.0139.
I begge endepunktene av definisjonsomradet er sinx =0 slik at y=0. Videre vet vi at
funksjonen er kontinuerlig siden bade e og sinx er kontinuerlige. Dermed har vi at:
Funksjonen har globalt maksimum i (%72’ %ﬁe’%”),
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og globalt minimum i (%n, —%ﬁe’%”).
Funksjonen har lokalt minimum i (0,0) og lokalt maksimum i (27,0).

d) Da kan vi skissere grafen:

y
0.3
0.2
0.1
0.0 + —
0 1 2 3 4 5 6 X
Oppgave 9
Boksens volum er
V
V=7R*h < h= 5
7R

Arealet av overflaten er
V

F=2-7R*+27R-h=27R*+27R - Vz =27R* +2—.
7R R

Nar F er minst, er
dF \Y 3 3
d_R=O = 47rR—2?=0 & 4A7RP=2V < V=2zR°.
Under derivasjonen har jeg benyttet at V er konstant.
Vet fra for at
V = zR’h,
slik at
27R®*=7R’h = h=2R.

Vil for sikkerhets skyld kontrollere at dette gir en minimumsverdi for F:

2
OI—F=4;zR—2V-R‘2 = d 5:
dR dR
slik at vi finner en minimumsverdi for F.

4 -2V -(—2R‘3):47z+%>0

Oppgave 10
For a finne en tilnaermet lgsning av likningen

2
COSX = X
starter jeg med a tegne grafene til de to funksjonene (cosx er tegnet med tykkere strek):

yA

/@%
-3 - -1 1 2 3 X
-0.5T
1.0+
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Vi ser at det er lgsninger ner x =1 og naer x =—1. Danner funksjonen
f (x) =cosx — x*

og skal da lgse likningen f (x)=0. Siden f apenbart er en jamn funksjon, er det tilstrekkelig
a finne lgsningen naer x =1. Med Newtons metode far vi:

f(x,) cos(X, ) — X,’ cos(X, ) — X,
=X - =X —— =X +—" "
f'(x,) —sin(x, ) —2x, sin(x, ) + 2x,
Starter med x, =1, og far

oS (X, ) — X, —1? -
x —x+° (%) — %o 1. c_:os(l) r _,,05403-1 o0,
sin(%,) + 2x, sin()+2-1 0.8415+2 —

_x? _ 2
X =%+ c_os(xl) X _ 083824 (_:03(0.8382) 0.8382° 0.8042
sin(x, )+ 2x, sin(0.8382)+2-0.8382 —
—x.2 _ 2
g =, + S50 TXT o), C05(08242) 08242° o))
sin(x,) +2x, sin(0.8242) +2-0.8242

Med tre desimalers ngyaktighet har vi na at lgsningen blir x ~ +0.824 .

Oppgave 11
a)
sin(xz—l) 0\ LHopital COS(Xz—l)-ZX cos(12-1)-(2.1) 1.2
—==|—=| = |lim = = =2.
In x 0 X1 " 3 1 =
L'Hopital 1 1 _
2) lim Inx _(_Inl Q)= lim 3 _ 1:_;
-1 cos(2x) (cos(Z) O o1 —sin(2x)-2  -sin(%)-5 1.2 =
. l-cosx (1-1 O\tHoeml = sinx (0 \-Hoeel - cosx 1
3) lim———=|—-=—| = lim——=|=-| = | ==
x—0 X 0 0 x—0 2% x—>0 2 i
L 2-2 2 2
4) IirnIn(1+2x)—2x_ In(1+0)-2-0 _0 L'Hf”’_p“a'limlJer' " 140 "0
o0 el 1-1 0 =0 ¥ ox 120 0
2 2
Ofd_nef"mm_ _1+2x_" —4x
0 g oy 142X Hoexz-(2x+4x2)
L'Héopital . _4 _4
= lim

x>0 g¥’ .2x-(2x+4x2)+exz(2+8x) T0+12 =

o0

 [In(x* +1) o _ o
5) lim| ———= |. Dette er et ”— "-uttrykk, der vi kan bruke L’Hépitals regel:
X—0 X

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Derivasjon med anvendelser. Side 65

In(x*+1 1.0x
G ) =Iim( 2 j:lim 2 _2.9.
X—>o0 X X—> 1 x>0l X° +1 X—>o0 X+% o =

5) Iim(arctan xj.

X—0 X

Vet at limarctan x :1. Daer "m(arctanxj =lim

X—>00 2 X—>0 X

(L"Hopitals regel skal ikke brukes).

. Xsinx 0 . l-sinx+x-cosx{ 0-0
7) x>01—cosx\ 0) x>0 0—(-sinx) 0
. cosx+1-cosx+x(-sinx) 1+1-0
=lim = =2
x>0 COS X 1 =
tan(i) tan0 0 zlx % 1 1
8)  lim— 2| = 2 ime) f a2
=0 In(x+1){ In(0+1) 0) x>0 .1 1 2

b) 1) f (x)=cos®($7x).
f'(x)=2cos(47x)-(=sin($7x))- 17 = —msin(4zx)cos(L7x) = —1sin(7zx).

(Har da benyttet at sin(2v) = 2sinv-cosv, og har satt v =1 zx).
f"(x)=—1xcos(zx)- 7 =-%7°cos(zx).

g(x)=(x-1)Inx.
g'(x)=1-Inx+(x-1)-=Inx+1-2.
9"(x)=

“) lim COSZ (%ﬂ'X) B (OJL'Hﬁpital . —%ﬂ'Sin(ﬂ'X) (OJL'Hﬁpital lim _%7[2 COS(/Z'X)

X+1
—

1
+ ==
x2 X

< |

i =
1 (x=1)Inx 0 ol Inx+1-1 0 x-1 X+1
X2
i) o
141 g
12 —
) ~bx . L'Hopital 1.e’bx+x. —b e—bx .1-0-b.
o 1) Gm (%L OFT (-h)e™ 11-0-b1_,
x>0 1—e* (1-1 0 x—0 —(=e™) 1 =
lim 25— —(w'oj—nm e & o him—%__ —(fj
2) x—o ] — g X 1 x—w ] — ¥ ebx X—>o0 ebx_e(b—l)X 00
L'Hopital | 1 | 1
= be” —(b-1)e® ™ == e™(b—(b-1)e™)
w(b-(b-1)-0) =
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d) leirg (cosx)*.
Dette er av formen 1”. Definerer

Y=(C05x)% = Iny:l|n(cosx):M'

X

X
1 (—sinx) 0
L'Hépital '\~ .
tim iny = 12 Z 0 )2 iy cosx =—1-0
Xx—0 O x—0 1
Daer
: T _aiminy o _
leg(}(cosx) —e =e’ =1,
el) e -1
f(x)=
(X)=—¢,

df 56 -5x—(e™-1)-5 25xe™ —5e¥ +5 5xe” —e¥ +1
dx (5x)° 25x%° 5x?

e2) Ser at dersom vi setter inn x =0 i uttrykket for i far vi 0-1+1 = 0 :

X 0 0
Bruker derfor L’Hopitals regel:
_(df . 5.1.e¥ 4+5x-5e -5e>*+0 . 25xe>* . 5% 5.1 5
lim =1lim =1lim =lim =—=—.
x>0\ dx x—0 5.2x x>0 10X x>0 2 2 g
Oppgave 12
a) Setter radien i vann-kjeglen lik r. Da er vann-volumet
V =1xrty.
Setter inn at
r=2zy
og far

V=1izr y:%ﬂ@y)z-y:iﬂys.

12

b) Av oppgaveteksten ser vi at cii_t =0.20 m® / minutt . "Hvor raskt vannet stiger” ma da

oppfattes som d—)t/ Derivasjon av formelen for V gir nd

VY, O ey 4 AV
dt dy dt dt dt dt  zy° dt
Alternativ: Nar hgyden gker med en starrelse Ay, ma volumet gke med

AV = 71’ 'Ayzzz(%y)z Ay =1ry?-Ay.

Nar vi deler pa et kort tidsintervall At og deretter lar At — 0, far vi formelen ovenfor.
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Na gjenstar det bare a sette inn de kjente starrelsene:

@ _ 42 v ;2-(0.20 m® / minutt) ~ 0.113 m/minutt .
dt  zy* dt z-(1.50m)

Oppgave 13

”h ~0.10m

X | =1.00 m

—~
-

P_
—G

At lyskilden P beveger seg med en fart pa 0.10 m/s mot skjermen ma innebzre at
dx

i —0.10 m/s
der minustegnet skyldes at x avtar.
Vi skal finne % Vi setter derfor opp en sammenheng mellom x og y:

—y :E &S y=h.—x+|:h(1+|-X_l).

X+l X X
Deriverer med hensyn pa tiden t:

dy dy dx ) dx h-1 dx

— =2 . =hil-(=x — =,

dt dx dt (1) dt x> dt
Setter inn oppgitte starrelser:

dy__hebox_ (020m)-(200M) 14 ys) - 0.04mis.

dt x* dt (0.50 m)*
Oppgave 14
Y4s
RNE!
— ﬁf—;(

Av figuren ser vi at
a’=x>+y>.

. . da : ) o U
Vi skal finne e Dette kan gjares pa flere mater, men det enkleste er kanskje a derivere

likningen ovenfor implisitt med hensyn pa tiden t:
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2a.d_a:2X.%+2y.ﬂ P EZ&(X%-Fyd—yj
dt dt dt dt a dt dt

Videre ser vi at ndr x=4 og y =3 blir

a=+4+3 =5,

slik at
%zl(x.%+y.d—y)=3(4.10+3-15)=17.
dt al dt dt) 5 =
Oppgave 15

a) Awv figuren ser vi at
h

X

& x-y=h(x-a).

Yy
X—a

b) Vi kan fortsette pa flere mater (og fa tilsynelatende ulike
svar). Jeg velger a lgse ut y og deretter derivere med hensyn
pa tiden t:

y=h-222 _h(1-a.x?).
. omd-ax)

W _dy X (g (x2)). X_oah &
dt dx dt dt x° dt

oy
dt

dx _ X
dt a-h

Alternativ: Vi kan derivere likningen x -y =h(x—a) implisitt med hensyn pa tiden t:
%.y_kx.ﬂ:h.% = X.ﬂ:(h_ )% P %z X ﬂ
dt dt dt dt dt dt h-y dt

Vi kan vise at disse to svarene er like ved a se av figuren at

hohey oo, ha
X a X
Da blir
X X NG
h—y " h.a

slik at svarene er like.
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4. Tillegg.

4.1. Utledning av de generelle derivasjonsreglene.

I del 1.2 satte jeg opp de generelle derivasjonsreglene. Na skal jeg bevise dem ut fra
definisjonen pa derivert, som er slik:

Nar y = f(x),er

Regel 1 y=f(x)=c-u(x)
Daer
y'= lim f(x+Ax)-f(x) _ i C-u(x+Ax)—c-u(x)
Ax—0 AX Ax—0 AX
et sty
Regel 2: y=f(x)=u(x)+v(x)
Daer
J'— lim f(x+ax)-f(x) _ i (u(x+AX) +Vv(x+Ax)) = (u(x) +Vv(x))
AX—0 AX AX—0 AX
:A'jTO(U(X+AX)_U(X));((V(XJrAX)_V(X))
_lim u(x+Ax)—u(x) o lim V(X +Ax) —Vv(x)
Ax—0 AX Ax—0 AX
= dl:j(xx) + d\;(xx) =u'(x)+v'(x)
Regel 3: y=f(x)=u(x)-v(x).
Daer
y'— lim PO - () (u(x+Ax)-v(x+Ax))—(u(x)-v(x))
Ax—>0 AX Ax—>0 AX
@ (u(x+AX)-v(x+AX)) = (u(x+Ax)-v(x)) Tl (u(x+Ax)-v(x))—(u(x)-v(x))
AX—0 AX Ax—0 AX
im0 HE S0 g 2200
=t ) fig O gy SO

=u(x)~%):()+dud—(xx)-v(x)=u(x).v'(x)+u'(x)-v(x)
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Forklaringer:
e | overgang (1) trekker jeg fra og legger til
U(X+Ax)-v(x)
AX
samtidig som jeg splitter den lange braken opp i to breker, og tar grenseverdien for hver
av bragkene for seg.
e | overgang (2) setter jeg felles faktor utenfor parentes i begge brakene.

e | overgang (3) benytter regelen om at grenseverdien for et produkt er lik produktet av
grenseverdiene.

For gvrig bruker jeg definisjonen av derivert flere steder.

Regel 4: y= f(x)z%.
Da er
u(x+Ax)_u(x)
y'= lim f(x+Ax)— f(x) _im v(x+A)  v(x) ‘v(x+Ax)-v(x)
X0 AX A0 AX V(X +Ax)-v(x)
) u(X+Ax)-v(x)—u(x)-v(x+Ax)
Ax—0 AX-V( X+ AX)-Vv(x)
(i)lim U(X+Ax)-v(x)=u(x)-v(x)+u(x)-v(x)—u(x)-v(x+Ax)
A0 AX-V(X+ AX)-Vv(X)
@ - 1 ' u(X+Ax)—-u (X)-v O ulx 'v(x+Ax)—v(x)
_AI’HO(V(X-FAX)-V(X) [ AX (x)-u(x) AX D
1 du(x)‘V O u(x .dv(x) :u'(x)-v(x)—u(x)-v‘(x)
T TS SR

Forklaringer:
e | overgang (1) trekker jeg fra og legger til u(x)-v(x) i telleren.

e | overgang (2) setter jeg v(x + Ax)-v(x) som felles nevnerfaktor utenfor parentes.

Samtidig splitter jeg opp brgken i to, og setter felles faktor utenfor parentes i hver av de
to brakene.

e Til slutt lar jeg Ax — 0, og benytter da definisjonen av den deriverte.

4.2. Derivasjon av potensfunksjoner.
Vi skal na utlede derivasjonsregelen for potensfunksjonen

y=1(x)=
I hovednotatet har vi allerede vist at
y=f(x)=x = y'=1
Vi kan derivere y = f (x)=x* ved & bruke definisjonen pa derivert slik:
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_ 2_ 2 X2+ 2X - AX + (AX)’ ) = X2
y':limf(X+AX) f(x):“m(x+Ax) X :Iim( ( ))
Ax—0 AX Ax—0 AX AX—0 AX
2
= lim 2x: Ax+(Ax) = lim (2x + Ax) = 2x
AX—0 AX AX—0 P

P& samme mate kan vi ga fram for & derivere y = x*, y = x* osv. Men du innser sikkert at
regnearbeidet etter hvert blir ganske omfattende, og det blir vanskelig & finne en generell
formel for derivasjon av y = x".

La oss heller prove & oppfatte x> som x-x og bruke derivasjonsregelen for et produkt. Da far
Vi

y=f(x)=x"=x-x = y'=l-x+x-1=2x.
Pa samme mate deriverer jeg

y=f(x)=x"=x"-x.
Jeg far

y'=2X-X+x*-1=3x>.

Her begynner det & danne seg et mgnster. Det ser ut som om

y=f(x)=x" = y'=n-x""
Denne regelen gjelder i alle fall for n =1, 2, og 3. Jeg bruker et induksjons-resonnement til &
vise at den gjelder generelt, og antar at regelen gjelder for n =k . Nar jeg setter n=k +1 far
Jeg:

y=f(x)=x"*=x""x

Sy et

+X =k X+ x = (k+1)x¢
Og det er jo samme formel som jeg far dersom jeg erstatter n med k +1 i uttrykket
y= f(x):x“ = y':n'Xn_l.

Altsa er pastanden bevist, forutsatt at n er et helt, positivt tall.
Et alternativt bevis forutsetter bruk av logaritmisk derivasjon. Det beviset er kanskje enklere

(forutsatt at du behersker logaritmisk derivasjon), og gjelder for alle verdier av n. Det viser
altsa at regelen ikke er begrenset til heltallige, positive verdier av n.

4.3. Derivasjon av sinus- og cosinus-funksjonene.
Jeg skal starte med derivasjonsformelen for
y=f(x)=sinx.
Jeg trenger da to hjelpesetninger, der jeg forutsetter at vinkelen v er gitt i radianer:

. . sinv . . 1-cosv
Setning 1: lim——=1. Setning 2: lim =
vo0 v—>0 Vv

0.
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Bevis for Setning 1:
B C Pa figuren til venstre ser du at:
R N b Arealet av trekant OAC er F,,,. =3-OA-AC=ZR-Rtanx
i Arealet av trekant OAB er F,,,; =1-OA-BD =ZR-Rsinx
X D, .
o X A Arealet av sirkelsektor OAB er F, ., =52 7R*=1b-R

Det er innlysende at

Foms < Frons <Fonc < 1R%sinx<ib-R<iR’tanx < sin<Z<tanx.

1
2
Men siden x er gitt i radianer, er x = 2. Videre er tanx ==X Dermed blir

SX "

. sin X X 1 sin X
SINX < X< l<—«< 1>——>cosx.

COS X SiInX  COSX X

. . .. . (sinx
Men vi vet at Img(cosx) =1. Dermed har vi vist at Img(—jzl.
X—> X—> X

Setning 2 utledes na pa grunnlag av Setning 1:

. 1-cosv ,. l-cosv 1+cosv . 1l—cos’v . sin’v
lim =lim . =lim =lim
0y v>0 v 14cosv voov(l4cosv) v2ov(1+cosv)
._sinv  sinv . sinv . sinv 0
=lim . =lim lim =1 =0

vo>0 v 1+cosv v-o0 v vo014cOSV 1+1

Na er jeg klar til & utlede derivasjonsformelen for

y=f(x)=sinx.
y'= lim f(x+Ax)— f(x) _im sin(x + Ax) —sin x
AXx—0 AX AXx—0 AX
iy (sinx-cos(Ax)+cosx-sin(Ax))—sinx
_A!TO AX
im smx-(cos(Ax)—1)+cosx-sm(Ax)
AXx—0 AX
= lim (sinx-wj+ lim [cosx-sm(AX)j
AX—0 AX AX—0 AX
=-sinx- lim LW+COSX- lim M
AX—0 AX AXx—0 AX

=—-SinX-0+cosx-1=cosx

Derivasjonsformelen for cosx kan utledes pa samme maten (prev selv!), eller vi kan benytte
at
cosx =sin(x+%)
0g
sinx =—cos(x+%).
Ved hjelp av kjerneregelen far vi at:
y=f(x)=cosx=sin(x+%)=sinu = y'=cosu-u'=cos(x+%)-1=-sinx.
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4.4. Derivasjon av eksponentialfunksjonen.
Figuren til venstre viser grafene til de to funksjonene
A y=9(x)=x+1

y=f(x)=a".
De skjeerer hverandre i x =0 fordi f(0)=g(0)=1.
De skjaerer ogsa hverandre i et punkt P der

1
X

—

a"=x+1 < a=(x+1)
Vi vil na bestemme a slik at de to skjeringspunktene faller sammen. Vi skal da la P "gli”
langs grafen inntil P far koordinatene (0,1) , d.v.s. atvilar x — 0. Denne spesielle verdien av
a er det vi kaller e. Vi har altsa at

e:Iim(x+1)%.

x—0
Hvis vi erstatter x med £ < n=2, far vi en annen form som kanskje er mer kjent:
- n
e=lim(1+21) .

n—oo

Vi plasserer oss nd et annet sted pa grafen til y = f (x)=e”. Den deriverte her er

' ) f(X+AX)—f(X) ] ex+Ax_ex ) ex‘eAx_ex s eAx_l
y'=lim = lim = lim =e* lim
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—=0  AX
Men for alle verdier av a og x har vi at grafene skjaerer hverandre nar
a*=x+1 < a'-1=x

Vi erstatter x med Ax, og far

a™ -1
a¥-1=Ax < =1.
AX
Men nar Ax > 0, vil a —>e. Altsa er
e -1
lim =1
AXx—0 AX
slik at
y'=e*-1=¢".

4.5. Utledning av L'Hopitals regel.
Vi skal nd gi et uformelt bevis for setningen nedenfor:

La f og g veere to funksjoner som begge er deriverbare nar x — a, og som begge gar mot +oo
nar x —a. Daer

lim = .
x—a g(x) x—a g'(x)
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Et formelt bevis er kronglete. Men hvis vi koster en del formelle betenkeligheter under teppet,
kan en bevis-skisse se slik ut:

Hvis f(X)—> o0 ndr x —a, ma lim-2-=0. Og hvis g(X)— o ndr x > a, m
x—a f(X)

lim---=0. Da kan vi omforme slik at vi kan bruke den "vanlige” L’Hopitals regel som

x—a 9(%)

gjelder ndr lim f (x)=limg(x)=0:

Men naer lim EX; blitt faktor pa begge sider av likhetstegnet. Vi forutsetter na at denne
X—a g X

grenseverdien eksisterer og er forskjellig fra null. Da kan vi forkorte den bort, og star igjen
med

Og det var det vi skulle vise.

4.6. Utledning av formelen for krumningsradius.

Vi definerte krumningssenteret S som skjaeringspunktet
mellom normalen til tangenten i P, og normalen til
tangenten i Q, nar Q — P. Se figuren til venstre, der
situasjonen er avbildet for vil lar Q — P.

Vinkelen mellom PS og QS skal vi kalle A6.
Lengden av buen PQ skal vi kalle As.
Dersom As er en del av en sirkel, har vi at
AG = A4S < PS= As
PS AG
nar A@ males i radianer.

Nar vi lar Q gli mot P vil A@ — 0. Da far vi krumnings-
radien p slik:

= lim PS = lim 25 =95
A6—0 A0—>0 A G de

Anta at tangenten i P danner vinkelen & med x-aksen. Da er
y'=tané
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nar vi bruker verdien for y' i punktet P.

Tangenten i Q danner vinkelen 8 + A@ med x-aksen, der vinkelen A@er den samme som
vinkelen mellom PS og QS (det er derfor vi i utgangspunktet kalte denne vinkelen for A9).

Sa setter vi i gang med litt formeltriksing. Vi starter med a skrive

_ds _ds dx _ds 1
P40 dx do dx 52
Forst ma vi finne £ . Av figuren ser vi at nar P og Q ligger sveert nar hverandre, blir As

tilnaermet en rett linje. Da er

2 2 2
as l+Ay ﬁz 1+(ﬂj :

AS® =~ AX* + AY? & - -
AX AX AX AX

Salarvi P —Q slikat A@ — 0. Davil ogsa Ax — 0, slik at

2 2 2
95 _ im A8 _ jim 1+(ﬂj _ 1+(|imﬂj _ 1+(ﬂj ~ L (y)
dx Ax=0 AX  Ax—0 AX Ax—0 AX dx B B S A

S& ma vi finne 42. Vi deriverer da likningen

wn

y'=tané
med hensyn pa x og bruker kjerneregelen, og far
w1 40
" cos’6 dx

Sa benytter vi at

i 2 2 i02 2 §02
1+tan29=1+(sm'9) _cos’@ sin’@  cos’f+sin’0 1

cosd cos’@ cos’o cos’ o cos’ 6
Dermed har vi at

1 do d6 2\ do do  y"
= L =(1+tan?0)-—= = (1+(y")*)-—= = .
cos’0  dx (+an )dx (+(y)) = dx 1+(Y')2
Altsa er
2\3
ds 1 1 1+(y)? (1+(y)
P:&'E= 1+(y')Z-T=\/1+(y')2~ E’X) =( v )
dx

Na vet vi at dersom grafen er konveks (innhul side opp), er y'' > 0. Daser viat p >0 nar

krumningssirkelen ligger pa oversiden av grafen. Dersom grafen er konkav (innhul side ned),
er y'"<0.Daserviat p<0 nar krumningssirkelen ligger pa undersiden av grafen.

Dersom vi gnsker at krumningsradien alltid skal veere et positivt tall, ma vi sette inn absolutt-
verditegn i formelen.
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5. Smaoppgaver i teksten.

Her er de sma oppgavene som det henvises til i teksten. Du finner lgsningsforslag ved a klikke
pa oppgavenummeret.

5.1. Oppgaver.

Oppgave 1.3.1
Deriver disse funksjonene:

a) f(x)=2x"-x* —4x-5
b) f(x)=x2(x2+x—3)

2x2 -1
f(x)=
2 (X) X+3
X2 +2x5 -1
d f(x)=2FeX 2
) (x) x> +1

Oppgave 1.3.2
Deriver disse funksjonene:

)  f(x)=Vx

b) f(x):XT_Xl

(25

c) f(x)

Oppgave 1.3.3
Deriver disse funksjonene:

a) f (x)=x*-cosx
b) f ()= COS X
X
c) f(x)= JX -tanx, og skriv svaret p& en brokstrek.

Oppgave 1.3.4
Deriver disse funksjonene:

a) f(x)=x*-¢"
b) f(x)=(2x—3)-|n(x2)
c) f(x):x-ln(\/;)
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Oppgave 1.4.1
Finn farste- og andrederiverte til disse funksjonene:

)t
b) f(x)=e*-sinx
0 f(x):%
d) f(x)=x-tanx

Oppgave 1.5.1
Bruk kjerneregelen til & derivere disse funksjonene:

a) f(x)=(2x—1)3

b) 1‘(x):(x2—x)2
c) f(x)=vx*+4
d  f(x)=e™

e) f (x) =cos’(2x)
f) f (x)=+/4+sin’x

Oppgave 1.5.2
Deriver disse funksjonene:

a) f (x) =sin(3x)

b) f(x)=e®
c) f (x)=e-cos(2x)
d) f(x)=x-In(4x)

Oppgave 1.6.1
Deriver funksjonen

y = f(x)=arccosx
nar du vet at

di(cosy):—siny og 0<y<r.
y

Oppgave 1.6.2
Vi har gitt funksjonen

2
4
y="f(x)= Xx—l , Dy =(1->).

a) Visatf har en invers funksjon f, og bestem definisjonsmengden til .

b) Finn & f7(0), og illustrer situasjonen grafisk.
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Oppgave 1.7.1
Finn y'= % ved a derivere implisitt:

a) xy-y?=1.

b) x-siny=4.

c) y-Inx=x*-Iny=1.
d) e =x.

Oppgave 1.7.2
Finn y':% 0g y":% ved a derivere implisitt:

a) x’-y’=4.
b) Xx-lny=y.

Oppgave 1.8.1
Finn y'= % ved hjelp av logaritmisk derivasjon:

a) y = (tanx)"
b)  y=(Invx)
c) y=x*-Vx* +4-cos’x

Oppgave 2.1.1
a) Vi har gitt funksjonen

y="f(x)= xe

Side 78

Bestem eventuelle ekstremalpunkter med tilhgrende ekstremalverdier. Finn ogsa mulige
vendepunkter, og tegn en skisse av grafen pa grunnlag av disse beregningene.

b) Vi har gitt funksjonen
X+3

Y= f(X)Z\/x2+3

, D, =R.

Bestem eventuelle ekstremalpunkter med tilhgrende ekstremalverdier. Finn lim f (x) 0g

lim f (x), og tegn grafen til funksjonen.

Oppgave 2.1.2

X—o0

a) Et rektangel har sidekanter langs positive x- 0g y-akser, har sitt ene hjgrne i origo og sitt

motstaende hjerne pa grafen til funksjonen
y= f(x)=e’%x, x>0.
Finn det stgrste arealet dette rektangelet kan fa.

b) Finn det punktet (x,y) pé grafen til funksjonen
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y="f(x)=x% x>0,
som ligger naermest punktet (0,%).

Hvor stor er denne minste avstanden?

Hint: Avstanden mellom to punkt (X, Y,) og (X,,Y,) er
Sz\/(XZ—X1)2+(y2—y1)2.

Oppgave 2.2.1
En kostnadsfunksjon er gitt ved

K (x) =50000 + 400 — 2X* + =1 X°

300
der x er produsert og solgt mengde. Produktet selges for 900 kr pr enhet.

a) Bestem x slik at profitten blir stgrst mulig.

b) Lana prisen vere p (istedenfor 900 kr) pr enhet. Bestem p slik at maksimal profitt
inntreffer nar det produseres og selges 450 enheter.

Oppgave 2.2.2
Anta at kostnadsfunksjonen er

K(X) =K, + Kx—Kx* + Kx°
mens inntektsfunksjonen er
I(x)=p-x.

K K> +3K,(p-K
a) Vis at dersom p>Kl,er7z'(x):0 nar x = 2+‘/ 2 ;K :(P 1).
3

b) Vis at profittfunksjonen er konkav rundt denne x-verdien.

Oppgave 2.2.3
a) Vis at dersom omsetningen x avhenger av prisen p som

x(p)=A-e"",
blir inntekten stgrst nar p=1.

b) Et buss-selskap tar i dag 20 kroner for en billett, og frakter da 20 000 passasjerer pr dag.
Selskapets styre gnsker a gke inntektene, og foreslar a gke billettprisen til 22 kroner.
Markedssjefen innvender at antall passasjerer da vil ga ned til 18 000 pr dag.

Hvilken billettpris vil ifglge disse opplysningene gi sterst inntekt nar vi antar at
sammenhengen mellom pris p og antall passasjerer x er som gitt i del a) av oppgaven?

Oppgave 2.3.1
a) Vi har gitt funksjonen
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y="f(x)=vx*+5.
Bruk tilvekstformelen til & finne en tilnermet verdi av gkingen av y nar x gker fra 2.00 til
2.03.

b) Vi har gitt funksjonen

1
=f(x)=—-.
y="1(x) COS X
Bruk tilvekstformelen til & finne en tilnarmet verdi av gkingen av y nér x gker fra Z til
Tt

Oppgave 2.4.1
Bruk L’Hopitals regel til & bestemme disse grenseverdiene:

2) liminX
x—1 X2—1 '
In(2x-1
b) Iim%.
x—1 X _1

cos(2x)—cosx
: .

¢) lim

x—0 X

Oppgave 2.4.2
Bruk L’Hopitals regel til & bestemme disse grenseverdiene:

a) lim—"nX__
= In(x* -1)

e*.Inx
—.

b) lim

X—>00 X

Oppgave 2.4.3
Bruk L’Hopitals regel til & bestemme disse grenseverdiene:

a) lim(x-sin(%)).

b) 1m(x~(%—arctan x)) .

Oppgave 2.4.4
Bruk L’Hopitals regel til & bestemme disse grenseverdiene:

a) Iinl(tan X—).

COS X

Oppgave 2.4.5
Bruk L’Hopitals regel til & bestemme disse grenseverdiene:
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0 .im((i)*].
x—0"| \ tan X

Oppgave 2.5.1
Bruk Newtons metode til & lgse disse likningene:

a) e* =2cosx, 0<x<Z.
b) X+tanx=2, 0<x<Z.

Oppgave 2.6.1

A

Ei rett linje gar gjennom det faste punktet P(l, 2) . Linja skjeerer

x-aksen i punktet A(x,0) og y-aksen i punktet B(0,y). Punktet

A beveger seg med konstant fart pa 0.1 enheter pr sekund i
positiv retning langs x-aksen.

a) Hvor fort beveger punktet B seg idet A passerer punktet
(2,0)?

b) Hvorer A og B i det gyeblikk da begge punktene beveger
seg like fort?

A(x, 0) X

Oppgave 2.8.1
Beregn krumningsradien til funksjonene nedenfor, og illustrer lgsningen med en figur:

a) y = f(x)=sinx i punktet (£,1).

)  y=f(x) :% i punktet (1,1).

5.2. Lgsning pa smaoppgaver.

Oppgave 1.3.1
a) f(x)=2x"-x*-4x-5
f'(x)=2-3x*-2x-4-0=6x"-2x-4

b) f(x)=x2(x2+x—3)=x4+x3—3x2
f'(x)=4x>+3x* —3-2x = 4x’ + 3x* — 6x
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2x2 -1
f =
9 (X) X+3
£(x) (2-2x—0)(x+3)—(2x2—1)-1 4x(x+3)—(2x2—1)
X) = -
(x+3)2 (x+3)2
AP 412x-2x2 41 2x2+12x+1
(x+3)2 (x+3)2
x4+ 2x%* -1
d)  f(x)=2—X 2
) (%) x> +1
£(x) (3x2+2-2x—0)(x2+1)—(x3+2x2—1)(2x+0)
X)=
(x2+1)2
O3+ A +HAx—2x -4 +2x X" +3%% + 6X
- 2 2 B 2 2
(x +1) (x +1)
Oppgave 1.3.2

2) f(x)=\/F=(x3)%=X%

Side 82

X—l X 1 -1 1 1\t PR
b f(x)=2— =" =Ix—-(/x) =x=(x*)] =x1-x7
) =) =X ()
X)=ixito(—ix iy diaytoafd 1) 01 x 1
f _Zx (2x ) X T HSX _Z(X%erg 2 X
X+1
2x\/7( )
Vi kan ogsa bruke derivasjonsregelen for en brgk, der vi pa forhand har funnet ut at
%(«/;) =% (se Eksempel 2.2a). Da far vi:
f'(x):(l_o)'&‘(x‘l)'z%:&‘+2f VX x-5+% 343
(\/;)2 X X oxx xx
o x+1
2x+/x
0 f(x)=(2Vx-1) =(2x) ~2-2/x+1=4x—4x’ +1
1 1 2
fi(X)=4-1-4-1x7 4 0=4-2x=4-2.— =4,
(1)=4-1-4-1x T
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Oppgave 1.3.3
a) f (x)=x*-cosx

f'(x)=2x-cosx+x*-(—sin x) = 2xcos x — x*sin X

b)  F(x)=

X

' —sinx)-x—(cosx)-1 —x-sinx—cosx
f(X):( ) Xz( ) - e

c) f(x):\/;-tanx
1 1 sinx \/;
f'(x tanx+\/_ = . +
(x)= Z\f cos’Xx  2:/x cosx cos’x
smx-cosx 2% -/x _ SinX-cosx +2x '

" 2JX - cos? x 2\/_ cos?x  2+/x-cos’x

Oppgave 1.3.4
a) f(x)=x*-€"
f'(x)=2x-e"+x*-e* :(2x+x2)eX

b)  f(x)=(2x-3)-In(x*)=(2x-3)-(2Inx)=(4x-6)-Inx
f'(x)=(4-1+0)-Inx+(4x—6)-2 =4Inx+4-2

1

c) f(x):x-ln(\&) X- In( E) x-(£Inx)=%(x-Inx)

f'(x):g(l-lnx+x-§):M

2

Oppgave 1.4.1

x> -1
? f(x): X+2
£(x) = 2X(X+2)—(X2—1)'1_ 2X* +4x—-x"+1 x> +4x+1
(x+2)2 (x+2)2 (x+2)2

Nar jeg skal derivere dette uttrykket pa nytt, ma jeg derivere nevneren
v(x)=(x+2)2 =x’+4x+4 = V'(X)=2x+4.
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(2x+4)(x+ 2)2 —(x2 +4x +1)(2x+4)
«x+aﬂ

(2x+4)((x+2)2 —(x2 +4x +1)) 2(x+2)(x2 +A4X+4-X° —4x—1)

f"(x)=

(x+2)4 (x+2)4
2-3 6

(x+ 2)3 (x+ 2)3

b) f(x)=¢"-sinx

f'(x)=e"-sinx+e*-cosx =e*(sinx+cosx)

f "(x) =e"(sinx+cosx)+e*(cosx —sinx) = 2e* cos

0 f(x)=X

X+l
£(x) = c(x+1)-(Inx)-(1+0) 1+5-Inx
(x +1)2 (x +1)2
Nar jeg skal derivere dette uttrykket pa nytt, ma jeg derivere nevneren
v(x) =(x+1)2 =x"+2x+1 = V'(x)=2x+2.
Jeg ma ogsa benytte at
£(2)= () =1t =t

Da blir

f(x)=

(0-2—1)(x+1)° ~(1+1-Inx)(2x+2)
«x+nﬂ
_—X%M(x+l)2—(l+§—lnx)-zw

(x+1)*°
~ (¥ +2x+1)-2(1+ 1 -Inx)
- (x+1)3
13- 5-2-342Inx x® 2¢%Inx—-3x® —4x -1
(x+1)3 X xz(x+1)3
d) f(x)=x-tanx
f'(x)=1-t : =t
(x) an X + X o x anx+COSZX
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1 1-cos® x — X+ (—2sin x- cos x)
= +
2 2
COS™ X (COSZ X)
1 cosx £esX(cosx+2x-sinx)
= . +
Cos?X COSX cos”? x
cosx +(cosx+2xsinx)  2(cosx+ xsinx)

cos® x cos® x

Oppgave 1.5.1
a) f(x)=(2x-1)" =u® der u=2x-1.

f'(x)=3u?-u'=3(2x~1)"-(2-1-0) = 6(2x - 1)’
b) f(x):(xz—x)zzuzderu:xz—x.
f'(x)=2u -u':2(x2 —x)-(2x—1)

c) f(x):\/x2+4=\/_=u% der u=x*+4.

1 1 1 X
fr(x)=tu"-u'=Lu? (Zx+0)=x-—=
()= 7 (Z ) u? X2 +4
d) f(x)=e’x2 = ¢ der u=—x’.
f'(x)=e"-u'= e ((-2x) = —2x-e
e) f (x)=cos®(2x)=u’ der u=cos(2x)=cosv der v=2x.
f'(x):%-j—:-%:wz-(—sinv)-2:—6-c032(2x)-sin(2x)

f'(x):a-a-&zéu%’l-(0+Zv)-cosx:u’%-v-cosx

sin X - CoS X
-V-COSX =

=— T
uz V4 +sin?x

Oppgave 1.5.2
Bruker “spesialreglene”, og far:

a) f(x)=sin(3x) = f'(x)=3cos(3x)

b) f(x):e*2X — f'(x):_ze—ZX
©)  f(x)=e™ cos(2x)
< f(x)=-e"cos(2x)+e™"-(-2sin(2x)) = -e*(cos(2x) + 2sin(2x))

d) f(x)=x-In(4x) < f'(x)=1-In(4x)+x-
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Oppgave 1.6.1
Benytter at
y =arccosx < X=COSY.
Da blir
dy 1 1 -1 -1 -1

dx & -siny Jsiny B J1-cos?y -x

Oppgave 1.6.2

x> —4
y= f(X):H, Df :<1,—)>.
2) D e 2X(><—1)—(X2—4)'1=2x2—2x—x2+4=x2—2x+4

IRRACET; TR T
(¥ -2x+1)+3  (x-1)"+3

(x-1)° (x-1)°
Siden kvadrattall aldri kan bli negative, ser vi at y'> 0 for alle x e R . Dessuten ser vi at f
er kontinuerlig nar x e <1, —>> . Daer f voksende i hele sitt definisjonsomrade, slik at f har
en invers funksjon f .
Definisjonsmengde til f* er lik verdimengden til f. Ser at

2
. . X" =4
lim f (x)=lim = -
x—1" x—->1" X —
fordi telleren gar mot —3 samtidig som nevneren gar mot 0*. Ser ogsa at
. . X2 —-4 5 . 1-45 1.0
lim f (x)=lim X = lim— = —— = 4.
X—>o0 x>0 X —1 x% X_WJ%_X% 0-0

For & fa rett fortegn, ma vi ta hensyn til at nar x >1 er + > Xiz slik at nevneren da er
positiv. Dermed harviat D_, =V, =R.

b) Den inverse funksjonener x = f (), slik at
dfi*(y) dx 1 1 (x-1)°

dy dy ¥ (x-1°+3 (x-1F+3

(x-1)
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Her bar vi egentlig finne x uttrykt ved y av
2

funksjonsuttrykket y = , sette inn i

uttrykket for dfzy(y) , 0g bytte om x og v slik at
vi far % Heldigvis slipper vi det, fordi vi
seratnar x=2 er

y=1(2)=%7%=0
slik at

dfi*(0)  (2-1)° 1

dx  (2-1+3 4

Situasjonen er illustrert pa figuren til hayre.

Oppgave 1.7.1
a) X’y —y?=1.
Deriverer implisitt med hensyn pa x:

(2x-y+x2~y')—2y-y'=0 & (x2—2y)~y'=—2xy & y'= -

b) X-siny=4,

Deriverer implisitt med hensyn pa x:
—-siny  tany
X-cosy X

1-siny+x-(cosy-y')=0 < y'=

c) y-Inx=x*-Iny=1.
Deriverer implisitt med hensyn pa x:

[y'- Inx+y-1j—[2x-lny+x2-[i-y'D:O
X y

2
& y'-[lnx—x—j:—lJer'lny

y X
. 2x-Iny—7
Inx -~
d) e* =x. Innfarer u=x-y, og far e’ =x.
Deriverer implisitt med hensyn pa x:
e 2-] o e (ly+xy)=1l & y+x-y'= 1
X ex-y
1 . 1 y
e Xy'=—_s-y & y'= -
e*’ X-e’ X

Oppgave 1.7.2
a) X —y*=4.
Deriverer implisitt med hensyn pa x:
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2Xx-2y-y'=0 & y-y'=x & y'=

< I

Deriverer dette uttrykket pa nytt:
_Ly-xeyt YoXy oy yiext

y - —_—
y? y: oy oy

b) X-Iny=y.
Deriverer implisitt med hensyn pa x:

I=<[&

1-Iny+x-l-y'=y' & (l—ljy':—lny & y'= =
y y

Beregningen av den andrederiverte kan forenkles noe ved & benytte en omforming til:
x-Iny=y < Iny=2.
Settes dette inn i uttrykket for y*, far vi

y-ny y-5 Yy

Cy-X y-X X-y-x2

2

Na kan dette uttrykket deriveres pa nytt med hensyn pa x.
(2y- y')(x- y— xz)— y?(1-y+x-y'-2x)

y = (X-y—XZ)Z
2wyt Y- 2x0y -y -y xy Ry 2xy
= (Xy_X2)2
B (xy2 —2x2y)- y'— y® + 2xy? Cxy(y—-2x)-y'-y*(y-2x)
l (x-y=x) l (x-y=x)
:(xy-y'—yz)(y—ZX):(Xy'xfxz—yz)(y—ZX)_xy—xz
(x-y—xz)2 (xy—xz)2 Xy — x*
_ yz(xy—l-(xy—xz))(y—ZX) _ y* x*(y - 2x) _ y*(y-2x)
(5] - xly-x)

Oppgave 1.8.1
a) y =(tanx)"
Iny = In((tan x)x) =X-In(tanx)

i-y‘:l-ln(tanx)+x-i- 12
y tanx cos® X
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, 1 1 X 1 1
y :y-(ln(tanx)er-—tanX-Coszsz(tanx) -(In(tanx)+x~—tanx-COSZXJ
x-(tanx)""
=(t “In(t A Sl S
(tanx)" -In(tanx)+ o
b)  y=(Invx)".
Benytter forst at
In\/7=ln(x%)=%lnx.
Da blir
y:(ln\/;)xz(ilnx)X & Iny=In(tInx)" =x-In($Inx)
1, 1 1 1
;-y :1-In(%lnx)+x-m-%-;:In(ln\/;)+m
o 1) x 1
y _y.[ln(%lnx)+m _(In\&) (In(ln\/;)+mj

c) y=x*-Vx*+4-cos’x
Iny:In(x2-\/xz+4-c053x):Inx2+lnx/x2+4+ln(cos3x)

=2Inx+1In(x* +4)+3In(cosx)

1 y _p.1 %-%-2x+3-—(—5|nx):—+ ———3tanx

y X X°+4 COS X X X+

y'=y (§+ : —3tanx]:x2-\/x2+4~cos3x-(—+ - —Stanx].
X X+ X X +4

Dette uttrykket kan omformes pa mange mater.

Oppgave 2.1.1
a) y="f(x)=x%e*

_1y2 _1y2 _1y2
y'=3x-e " +x"e " (-1-2x)=e " (3¢ - x)

1

=—e X (x2=3) == (x+3)(x—+3)
y'=e -(—%-2x)-(3x2 - x4)+ e i (6x—4x3) —g 7" (—3x3 +X° + 6x—4x3)

= (x°=7x°+6x)= e . x. (x*-6)(x*-1)
Setter opp fortegnsskjema for y":
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_1y2 X:
_e 2 e
X2
X+A/3=——===
X—~/3——————f - h
y'-—- OO0~

Ser av fortegnsskjemaet at vi har:
Lokalt minimum ndr x=—/3. Daer f (—\/5) = (—\/5)3 e — 33 ! ~-1.16.

Lokalt maksimum nér X :ﬁ. Daer f(\@) :(ﬁ)se_ 1.16.

N
)
Il
w
=1
ml
rlw
R
H
H
(@)]

Kontrollerer ved a beregne fortegnet til y" i ekstremalpunktene:
k=3 yr=e T (B):((-B) -6 (B) ~1) =BT (-8)- 20
slik at vi har lokalt minimum nr x = —/3.
x=\3: y=e Jé((@)z —6)((@)2 —1) ~\3et.(-3)-2<0

slik at vi har lokalt maksimum nér x = \/5

Nér x >0, vil y hele tiden vre positiv. N&r x >+/3, er f er avtakende. Da m& funksjonen
ligge mellom f (\/5) og 0. Et tilsvarende resonnement viser at nar x < —J3, ma

funksjonen ligge mellom f (—ﬁ) og 0. Falgelig ma de ekstremalpunktene vi har funnet
vaere globale ekstremalpunkter.
Vi ser ogsa at det ikke er noen ekstremalverdi for x =0 selvom y'=0 da.
Vi har vendepunkter nar

y'=0 < e* -x-(xZ—G)(xz—l):O & x=0 v x=+/6 v x=zI.
De tilhgrende funksjonsverdiene blir:

x=0 = y="f(0)=0

x=tJ6 = y=f (J_r\/E) = (i\/€)3 e ) L 16607 ~20.73
= (i

1

x=+1 = y=f(+1)=(+1)’e ™ =te ~+0.61.

Grafen til funksjonen er vist nedenfor med vendepunktene inntegnet.
yA

1.0T

05T

]

[N
[N)
w
~ 4
o
x
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X+3
b) y=f(x)= .
(x) x> +3
Deriverer farst nevneren for seg:

g(x)=\/x2+3=u% der u=x"+3.

g'(x)=3u"" -

1
u _5— =

TN
(1+O)-\/x27+3—(x+3)-
G
_xX243-x"-3x _ 3-3x
K=

Nevneren er alltid positiv. Da er f voksende nar
f'(x)>0 & 3-3x>0 < x<lI.

P4 tilsvarende méte ser vi at f er avtakende nar x > 1.

N[~

2 3 (x/x27+3)2—(x+3)-x

3 ( x2+3)E

f'(x)=

Da mé f ha et maksimum nér x=1. Daer y,_ = f(1)= 1:3 :%:2.
I 2.3 <
1 3
lim £ (x)= im0yt 160

X—>00 X—>00 IX2+3 T

Vi ser at nar x — —oo, er telleren negativ mens nevneren fortsatt er positiv. Vi setter

derfor
. - L “1+3 -
lim f(x)=Ilim X3 X fjm o - Z2H0 =-1.

X—>—00 X—>o0 (_X)Z L X—>0 [1+ 3 </1+

Grafen til funksjonen er vist nedenfor.

S
I
8
H
+
oo

ﬂ
+
o

Oppgave 2.1.2

a) A y Arealet av rektangel?t blir
1.0" :eiéx F:Xyzxefix
o5 Deriverer for & finne stgrste verdi av F:
] dF
y{ﬂ . —1e2+xe2-(—%)
0.6 A I1 ! '2 * '3>X dx
ﬁ/—/ _(1_1 -1x
Y (1-1x)-e

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



b)

Matematikk for ingenigrer.
Derivasjon med anvendelser. Side 92

Vi ser at (;—F:O nrl1-ix=0 < x=2.Daery= f(2)=e—%-2 =e¢*, slik at det
X
storste arealet blir F, =2e™.

Vi kan vere sikre pd at dette er maksimumsverdi (og ikke minimum) fordi ((jj—F >0 nar
X

0<x<2,09 Z—F<0 nar x> 2.
X

Avstanden s er gitt ved
S:\/x2+(%—y)2 :\/x2 +(%—X2)2
:\/x2 + 89y’ +(x2)2 =Xt —8xt + &

Deriverer far a finne minste verdi av s. Setter da
s=+/u der u=x*—-8x2 +8

Da blir
ds 1 du 1 1
&2 2 (4 —16x)=—-4x(x2 -4
dx 2Ju dx Zs(x ¥) 2s K(x-4)
~Lox(x-2)(x+2)
5
—
3 X

Her er apenbart s > 0. Har ogsa forutsatt at x > 0. Da blir £<0 nar 0<x<2, 09 $>0
X

dx

ndr x > 2. Folgelig ma s vaere minstndr x=2. Daer y=x*=2°=4.

Den minste avstanden blir da

a)

Son =22 +(2-4)" = JA+ L =117,

Oppgave 2.2.1

Profittfunksjonen blir
7(X)=1(x) - K(x) =900x — (50000 + 400X — 2" + 3% x° )
=-50000 + 500x% + 2x* — - x°

300

Starst profitt nar
7'(Xx)=0 < 500+4x—7x*
—4+.)(-4) —4-(-1)-500 _
. J4) —4-(- %) _ 416+ 20 _ (-50)(_4+6)=]|
2 ( 1 ) 1 -100

"\ 100 50

0

Den eneste brukbare lgsningen er x =500. Vi kontrollerer at dette virkelig gir maksimal
profitt og ikke minimal: o

7z"(x) =4-=X = 72'"(500) =4-2-500=-6.
Da er profittfunksjonen konkav rundt x =500, slik at denne verdien ma gi maksimal
profitt.
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b) Nar prisen er p, blir profittfunksjonen
z(x)=1(x)-K(x)=p- x—(50000+400x—2x2 +ﬁx3)
=-50000 +( p—400) X + 2x* — =X
7'(X)=(p—400)+4x - & x*.

100
Dersom profitten skal vere starst nar x = 450, ma
7'(450)=0 < (p—400)+4-450—1-450°=0

100
< p=400-1800+ 2025 =625

Oppgave 2.2.2
a) Slik vi har satt opp kostnads- og inntektsfunksjonene, blir profittfunksjonen

7(X)=1(x) = K(x) = p-x— (K, + Kx—K,x* + K;x°)
=Ky +(p— K, ) x+ K,x* =Ky

Starst profitt nar

7'(x)=0 < (p-K,)+2K,x-3K,x*=0

2K, +4(=2K, )’ —4-(-3K,)-(p—K,) 2K, J4K;? +12K,(p—K,)
X = =
2-(-3K,;) —-6K,
K, 7K,2 +3K,(p-K,)
3K,

I alle praktiske situasjoner er p > K, (salgsprisen ma veere stgrre enn produksjons-

kostnadene far vi tar hensyn til spesielle effekter), slik at \/KZZ +K,;(p-K,)>K,. Daer
det kun pluss-fortegnet foran rottegnet som kan gi positiv x-verdi.

7"(X) = 2K, — 6K X
K, +K;2 +3K, (P K,)
3K,
K, +K,2 +3K,(p-K,)
3K,
=-2,/K,? +3K,(p-K,) <0

som viser at profittfunksjonen ma vare konkav rundt den x-verdien der grensekostnad er
lik grenseinntekt. Dermed har vi vist at denne x-verdien gir starst profitt.

Setter inn x = x, = , og far

7"(%) = 2K, — 6K, - :2K2—2(K2+\/K22+3K3(p—Kl))

Oppgave 2.2.3

a) x(p)=A-e*" =

Da er inntekten stgrst nar
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Matematikk for ingenigrer.

Derivasjon med anvendelser. Side 94
d
P .M:_l Py p,a4 .A.(_a)e‘a‘p:_l s —ap=-1 p:l.
x(p) dp A-e P a
b) Vi vetat:

x(20)=20000 = A-& .
x(22)=18000= A-e %,

Deler disse to likningene pa hverandre, og far

20000 _ Ae:z: - E _ p0a+22a _ g2a
18000 A-e 9
Den prisen som gir starst inntekt, er da

p:lz 1 z]ﬂ,

a ()

Istedenfor & gke billettprisen, bar altsa selskapet senke den til 19 kroner.

Oppgave 2.3.1
a) y:f(x):\/x2+5:\/_:u%deru:x2+5.

Daer

fr(x)=1ur"u =%-il-2x: X
uz X°+5
Tilvekstformelen gir
X 2.00 2.00
Ay~ f'(X,) AX=—L—= AX=———-0.03=———--0.03= 002
() X2 +5 J2.00%+5 3.00

b) y=f(x):iz(cosx)flzu‘lderu=cosx.
Daer

-1 . sin x

f' — _1 . —l—l. e — .

(0 =(-1uttu=F (sinx) = 20X

Tilvekstformelen gir

=

. . s
Ayzf'(xo).sz SN X CAX = Sm( ).71' 2 -

ENJIRNINT

2 60 7 W03 w90
cos’ X, cos® (%) (% 3) 2
Oppgave 2.4.1
. X-Inx( 1-In1 O . liInx+x-% Inx+1 In1+1 0+1 1
a) lim—; =——=—|=lim X = = = =—.
-l x =1\ 1°-1 O x—1 2X x>l 2X 2-1 2 2
(2x )(_In(2-1-1) In1_o0 limZ22 2 _jim L 1,
" -1 0 0) *1 2x Hlx(2x 1) 1.(21-1) =
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Matematikk for ingenigrer.

Derivasjon med anvendelser. Side 95
. cos(2x)—cosx( cosO-cosO 1-1
lim = =
C) X—0 X2 02 O
_\im —sin(2x)-2—(-sinx) lim —2sin(2x)+sinx(  -2sin0+sin0 0
x50 2x x50 2% B 2.0 0
_lim —2c08(2x)-2+c0sX —4-cos0+cos0 —-4+1_ 3
x—0 2 2 2 _2
Oppgave 2.4.2

jim— "X (—fj
T P | s

o ox(x*-1) e (k1) (1 1) 1
=lim——. =lim——=Ilim| ——-— |=lim| - —— |==
X—>o0 xzil—l . 2X X(XZ _1) x—o Q¥ x—o| 2x X x—o| 2 X i

. e Inx( o . e Inx+e -t ex(lnx+x‘1) o0
b) lim im X = e
o0

o0

X—0 X2

. e (Inx+x7)+e*(L-x?)
X—>0 2 X—>o0

Denne grenseverdien eksisterer ikke.

Oppgave 2.4.3
a) 1ir2(x-sin(%)).
Dette er av typen " oo -Sin (%) =o0-Sin0=00-0". Prgver derfor omformingen
: : _sin(Y)( sin0 0
I sin(2)) =1 )| -2
XETO]O(X Sln(x)) X!Il % ( 0 0]
). (=x?
= lim COS(X)X(Z " ):ymcos(%):cosO:;
b)  lim(x-(5~arctanx))
Dette er av typen ”oo-(%—%)=c0-0". Prpver derfor omformingen
. X . Z—arctanx( 7-% 0
!Erol(x-(?—arctanx)):lm2 N (:202:6j
_ 2
Cim—2a X i L jim =i=;

Oppgave 2.4.4
a) lim(tanx —=%;).

Direkte innsetting gir et uttrykk av formen " tan(%) -4 =0 —o0”,

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.
Derivasjon med anvendelser. Side 96

Benytter da at tanx =% og far

|im(tanx—ij . |im(5iﬂ—ij= IimSinx_l[: Sin(g)_lng

x5 cosx ) x>%(cosXx COSX) x~% COSX cos(z) 0
. cosx—-0 0-0
=lim——= =0
x>% —SIN X -1 =
. 2X 1
b) lim| —-—|.
x-1'\1-Xx Inx
. . o , 2 1 11 Y
Direkte innsetting gir et uttrykk av formen” — - —=———=w -0 ",

1-1 In1 0 0
Setter alt opp pa en brakstrek:

: (Zx 1j _2x-Inx—(1-x) . 2x-|nx+x—1[ 2:0+1-1 Oj
lim| ——-—|=Ilim = lim = =—
1-x Inx) xr  (1-x)-Inx o1 (1-x)-Inx 0-0 0
. 2-Inx+2x-++1-0 . 2Inx+3 2-0+3
o1 (=1)-Inx+(1-x)-2 =r-Inx+i-1 -0+1-1
Denne grenseverdien eksisterer ikke.

Siden nevneren kan skrives —Inx + X%, ser vi at begge leddene er negative ndr x — 1.
Da vil grenseverdien for hele uttrykket ga mot —oo.

x—1*

3
0

Oppgave 2.4.5
a) Iim((sin x)x).

x—0

Dette er av formen ”0°”. Da blir
L =lim(In(sinx)") = lim(x-In(sinx)) = (0-1n0 =0+ ()

1 1 2
=Iimln(smx)zlimm-cosx=Ii X )(_0
x—0 % x—0 — 12 x—0 tan x 0

=Iim[— 2X }:— 0 =_9:o
x—0 1 1 1 -

Dermed blir
Iim((sin x)x) =gt =¢° =1.

x—0

b) Iim((cosx)x%).

x—0

Dette er av formen ”1% =1"". Da blir

L= Iim(ln(cos x)%) = leirg(x% In(cos x)) = Iim(MJ(:I—lzgj

x—0

x—0 X 0 O
_fimasc (CSiNX) o tanx( 0 o men Ti 1
x—0 2X x—0 2)( O x—0 2 2 _2
Dermed blir

x—0*

lim ((cos x)%) —el=g?,
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Matematikk for ingenigrer.
Derivasjon med anvendelser. Side 97

c) Iim((ln x)H).

x—1"

Dette er av formen ”0°”. Da blir
L= Iim(ln(ln X)H): lim((x-1)-In(Inx))(=0-IN0=0-(—))

x—1" x—1"
11 —(x=1%/ _
i O ) i w2320 (: Oj
X1t ﬁ X1t — 12 x> X-lnXx 1-0
(x-1)
_iim =20 iy 20D 0 g
- Lnx+x-2 %1 Inx+1 o1 0+1
Dermed blir
lim((Inx)* ") =e" =e* =1.
. 1 g . -1\X . —X
0 i (ms) | am () =i

Dette er av formen ”0°”. Da blir
L = lim (In(tan x)fx) = lim (—x -In(tan x))(: ~0-In0=0-)

x—0* x—0"
1,1 cosx , 1 2
_ i | M0N0 ) e | [0 | X (L0
x—0" % x—0" _x% x—0" x% x—0" SN X - COS X 0
. 2X ) 2X 2-0
= lim = lim = =0

x>0" COSX - COSX +SinX-(—sinx) x»0" cos’x—sin*x  1* -0
Dermed blir

lim ((LJ ]:eL =g’ =
x—0" |\ tan X

Oppgave 2.5.1

1=

a) e =2cosx, 0<x<Z,
Pa figuren til venstre ser du grafene til y =e* og y=2cosx.
Jeg ser at jeg far en lgsning naer x =0.5. Jeg benytter derfor
startverdien x, =0.5.
Sa skriver jeg likningen pa formen
f(x)=e"-2cosx=0.
Da blir
f'(x)=e"—2(-sinx)=e"+2sinx
slik at

f(x,) e —2cos X,
" f'(x,) " e"+2sinx,

Sa setter jeg kalkulatoren i arbeid:

Bjarn Davidsen, Universitetet i Tromsg.



Matematikk for ingenigrer.

Derivasjon med anvendelser. Side 98
X 05
X =Xy o 200K g5 € —2€0505 g sa0g.
e +2sinx, e’ +2sin0.5
X 05408
x, = x - & Z2005% 50y & —20080.9408 ) pa9g
e* +2sinx e~ +2sin0.5408
X, 05398
X, =%, O “2005% _gagg & —20050.3398 5590
e™ +2sinx, e +2sin 0.5398
Vi har funnet en stabil lgsning: X ~0.5398.
b) 23(/)_‘ X+tanx=2, 0<x<7.
' | For & finne en gunstig startverdi, omformer jeg
Ls L | likningen til
! tan X = —X + 2
Lo og tegner grafene til y=tanx og y=-x+2 (se
1 : figuren til hgyre). Da ser jeg at jeg far en lgsning nar
0.5+ | x =1. Jeg benytter derfor startverdien x, =1.
: Sa skriver jeg likningen pa formen
%000 o=.5 ' 1=.o ' 1=.57 f(x):tanx+x—2=0,
Da blir
f I(X) - coslzx 1
slik at
f(x,) tan x, + x, — 2
Xn+1:Xn_ :Xn_—'
f'(x,) S+l

Sa setter jeg kalkulatoren i arbeid:
Ctanx, + X, -2 tan1.00+1.00 -2

X1 = XO 1—1:100— 1 ~0.8740.
cos? %, cos?1.00
X, = X — tanx, +x —2 _0.8740— tan0.8740+0.8740 -2 ~0.8539 .
2 1 1 1 —_—
cos? % cos? 0.8740
X, = X, - tanx, + X, —2 08539 tan 0.8539 +0.8539 - 2 ~0.8535.
L +1 L —+1
cos? x, cos? 0.8539
X, = X, — tanx; + X, — 2 _ 08535 tan 0.8535+0.8535-2 ~0.8535.
1 T —
cos? x, cos? 0.8535

Vi har funnet en stabil lgsning: X ~0.8535.
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Matematikk for ingenigrer.
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Oppgave 2.6.1
Vi ma farst finne en sammenheng mellom x og y. Av
figuren ser vi at

—ylzzl o x(y-2)=y o xy-2x=y
< y(x-1)=2x < y=2—x1
X=4

Formuleringen "A beveger seg med konstant fart pa
0.1 enheter pr sekund i positiv retning langs x-aksen”
innebarer at

0 1 A(x, 0 =X
>0 %zo.l.
dt
Farten til punktet B blir nd
dy dy dx_2(x-1)-2x(1-0) —0.2

(0.1)=

dt dx dt (x-1)° (x-1)*
a) Nar x =2, blir farten til punktet B

v _ _0'22=—0.2,

d  (2-1) =

d.v.s. at punktet B beveger seg nedover y-aksen med fart 0.2 enheter pr sekund.
b) At "punktene beveger seg like fort” ma tolkes som

& 02 _01 o (x-1)°=2 & x-1=v2 < x=+v2+1.
dt (x-1)

(den negative lgsningen kan ikke brukes). Da blir

2% 2(«/§+1) 2(\/§+1)

y:x—lz(ﬁ+1)—1: 7 Vel

=0.1

Oppgave 2.8.1
8) y=f(x)=sinx = y'=cosx Yi
= y"=-sinx

| punktet (%,1) er y'=cos(Z)=0 og 05+

y"=-sin(2)=-1, slik at 00 3 X
| 3
. (1+(¥|,)2)z‘: (1_‘_02)% . 0.5*:
vt |t Lo~

Situasjonen er illustrert til hgyre.
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Matematikk for ingenigrer.

Derivasjon med anvendelser. Side 100
- 1 SV R y
y—f(x)—;_x = y'=-X == 4_‘_
53 2
= y"=—(-2)x =5 3+

| punktet (1,1) blir y'=—1i2:—1 og y":l%:Z, 27
slik at 14
(1+(y')2)

p= - =
y' |

Situasjonen er illustrert til hgyre.
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