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Trigonometri

1. Vinkelmal.

Vinkler males tradisjonelt i grader. Utgangspunktet er da at en hel sirkel deles i 360 like store
deler, der hver del kalles en grad. En grad kan deles inn i 60 bueminutter, der hvert bueminutt
igjen kan deles inn i 60 buesekunder. I matematikken bruker vi sjelden denne inndelingen i
bueminutter og buesekunder. Nar det er ngdvendig a dele opp en grad, bruker vi heller vanlige
desimaltall.

I matematikk er det ofte hensiktsmessig a bruke et
annet vinkelmal, nemlig radianer. Nar vi maler en
vinkel i radianer, tenker vi oss at vi slar en sirkel med
\v sentrum i vinkelens topp-punkt. Da er vinkelens
radiantall lik forholdet mellom lengden b av den
sirkelbuen som vinkelen avskjerer og lengden R av
radien, slik figuren til venstre viser:

V=—
R

Omregning mellom grader og radianer skjer etter formelen nedenfor:

Nar g er gradtallet til en vinkel, mens v er vinkelen malt i radianer, er
9 _Vv
180 =«

Formelen fglger av at forholdet mellom vinkelens gradtall og 360° er lik forholdet mellom
buelengden og sirkelens omkrets:

g b g 1b v
—_— e & —=——=—
360 2zR 180 7 R =«

Noen sammenhenger mellom grader og radianer for en vinkel er sa vanlige at vi bar kjenne
dem. Tabellen nedenfor viser noen slike sammenhenger. Fyll selv ut de rutene som mangler!
Dersom du far problemer, kan du lgse oppgave 1. farst.

Grader 30 45 60 90 120 180

Radianer

oy
NG
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2. Trigonometriske definisjoner for en rettvinklet trekant.

I utgangspunktet er de trigonometriske grunn-funksjonene sinus, cosinus og tangens definert
i forhold til en rettvinklet trekant pa denne maten:

Dette er illustrert i figuren nedenfor:

| praksis bruker vi gjerne kalkulator til & finne sinus, cosinus og tangens til en kjent vinkel. Vi
bruker ogsa kalkulator til & finne vinkelen nér sinus, cosinus eller tangens er kjent. Da bruker
vi de inverse trigonometriske funksjonene som vi skal se na&rmere pa senere.

Lasning:
a) sinA=% & a=c-sinA=0.69m-sin44.1° = 0.69m-0.6959 = 0.48m.
cosA=% < b=c-cosA=0.69m-cos44.1’=0.69m-0.7181=0.50m.
b) sinA=E & Cc= _a = _1.24m =1'24m=2.07m.
c sinA sin36.9° 0.600 ——
tnA=2 o p-—o - 1M 1AM 6o
b tanA tan36.9° 0.7508 ——
Oppgave 2.
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Fra figuren til venstre far vi at:

C -
a tan A — sin A
cos A

sin?A+cos’A=1

Den fagrste sammenhengen ser vi slik:

smA: :E:tanA.
cos A b

olo ol

Den siste sammenhengen faglger av Pytagoras’ velkjente setning:
a> b’ .
a’+b’=c® o Z+==1 o (sinA)"+(cosA) =1.
c” c
Dessuten benytter vi den vanlige skrivematen sin® A istedenfor (sin A, og tilsvarende for
cosinus.

Eksempel 2:
a) Duvetat sinA==.Finn cosA og tan A uten & finne vinkelen A farst.

b) Duvetat tan A=2.Finn sin A og cos A uten & finne vinkelen A farst.

Lasning:
a) NarsinA=2=, blir

. 2
coszAzl—smzA:l—(%) — 169 25 _ 1M . oA (144 _ 12

T 169 169 ~ 169 169 ~ 13
Da blir
i =
tan A = Sl =18 _ 2l :
CosA £ 12
Dette kan vi ogsa finne ved hjelp av den
B rettvinklede trekanten til venstre. Nar
2 sin A==, velger vi méleenhetene slik at
€= a=5  a=50g c=13. Dermed blir
SinA=2=2,
Da blir
2 b C b=+c?—a® =132 -5
=\/169-25 =144 =12
Dette gir
CosA= b = 12 ,
c 13
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tan A=

HE

a
b

b) Oppgaven lgses enklest med utgangspunkt i en rettvinklet trekant av samme type som i
del a). Nar tan A=2, velger vi maleenhetene slik at a=3 og b =4. Dermed blir

tanA=2=2,
Da blir
c=va’+b? =3 +4° =/9+16 =+/25 =5.
Dette gir
SMA:E:§, cmAzgzi.
c 5 c 5
Oppgave 3.

3. Noen spesielle vinkler.

Selv om vi i dag har kalkulatorer som gir ut verdier for sinus, cosinus og tangens, er det ofte
nyttig & kjenne eksakte verdier for noen spesielle vinkler som forekommer ofte. Vi skal na se
hvordan vi kan finne fram til noen slike verdier.

Vi starter med vinkler pa 30° og 60°. Vi tar da utgangspunkt i
en rettvinklet trekant med vinkler pa 30° og 60°. Den fram-
kommer ved at det trekkes en rett linje fra et hjerne til mot-
staende side i en likesidet trekant med sidelengde a slik figuren
til venstre viser. Da far vi at:

sin30° =

N |

a
2
a

I~

Deretter finner vi cos30° slik:

sin?30° +c0s?30° =1 < (1) +cos?30" =1

& 005’30 =1-1=2 & cos30°:\/§:£
Til slutt blir:
sin30° I 1 1
tan30° = _2_ > _1 /3.
cos30° £ /3 3

Na er det lett & finne sinus, cosinus og tangens til 60°. Vi kan enten bruke samme figur og
samme framgangsmate som ovenfor, eller vi kan benytte at:

sin60° = cos(90° - 60°) = cos(30°) = 2,

ISIES ”

c0s60° =sin(90° —60°) =sin(30°) =
NG

tango =N _ % _ ;5.
cos60” + =
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Sa tar vi for oss en vinkel pa 45° pa grunnlag av figuren til
venstre. Ved hjelp av Pytagoras’ setning finner vi at den lengste
siden blir

a
Ja?+a? =+2a% =av2,
45,0° .
slik at
. a 1 1
SiN45 =cosds’ = —— =—— ==/2.
: a2 2
Da blir
tan45°:3:1.
a =

Jeg vil anbefale at du nd samler resultatene i tabellen nedenfor. Der bar du ogsa fare inn
vinklene i radianer i tillegg til i grader.

Vinkel i grader | Vinkel i radianer Sinus Cosinus Tangens

0

30

45

60

90

4. Generelle definisjoner av de trigonometriske funksjonene.
Hittil har vi holdt oss til rettvinklede trekanter. Da er det kun mulig & definere sinus, cosinus

og tangens for vinkler mellom 0° og 90°. Vi trenger imidlertid definisjoner som gjelder for
vinkler utenfor dette omradet. Dette ordner vi slik:

Sla en sirkel med sentrum i origo og radius R =1 i et vanlig (kartesisk) koordinatsystem. En
slik sirkel kalles en enhetssirkel. Trekk ei rett linje fra sirkelens sentrum slik at linja danner

en vinkel v med x-aksen. Linja skjeerer sirkelen i et punkt P med koordinater (x,y). Se
figuren nedenfor.

Legg merke til at vinkelen v ikke trenger & ligge mellom 0° og 90°, selv om den gjer det pa
figuren.

Na kan vi definere sinus, cosinus og tangens slik:
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Pa denne maten kan sinus, cosinus og tangens til en vinkel defineres ut fra koordinatene til et
punkt pa enhetssirkelen.

Sinus, cosinus og tangens er egentlig funksjoner der v er den fri variable mens sinus-, cosinus-
og tangens-verdiene er funksjonsverdier. Vi burde derfor skrevet v-en i parentes slik: sin(v),
cos(v) og tan(v). Nar vi taster inn pa kalkulatorer, m vi som regel benytte denne

funksjons-skrivematen. I vanlig skrift er det imidlertid blitt vanlig a slgyfe parentesene nar
dette kan gjeres uten at det oppstar misforstaelser.

Na som sinus, cosinus og tangens er blitt funksjoner, kan vi ogsa tegne funksjonsgrafer.
Grafen for sinv blir y-verdiene til punktet P pa figuren, mens grafen for cosv blir x-verdiene

til P. For vinkler mellom 0 og 2z (eller 0° og 360°) blir grafene for sinus og cosinus slik:
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I en enhetssirkel kan vi godt ha negative vinkler. Vi kan ogsa ha vinkler som er stgrre enn
27 . Generelt har vi at:

sin(v+n-2z)=sinv, cos(v+n-2z)=cosv, n=1223,---

Vi sier at sinus- og cosinus-funksjonene er periodiske med periode 27z . Dette medfarer at du
kan tegne sinus- og cosinus-grafer for alle mulige vinkler ved & kopiere sinus- eller cosinus-
grafene ovenfor og forskyve dem en strekning n- 2z i begge retninger.

Pa grunnlag av sinus- og cosinus-verdiene kan vi na beregne tangens-verdier. Grafen til
tangens-funksjonen er vist nedenfor. Legg merke til at tangens-funksjonen ikke er definert nar

v=Z ognar v=3=7x. Dette skyldes at nevneren (cosv) i uttrykket
sinv
tanv=——
cosv

erliknullndr v=2 ognar v=3r.
tan(v)
2.0+

1.5+

0.5+

-0.5—+

-1.0—+

-1.5—+

N
w
N 1
N
3
<

-2.0—+

Av grafen merker vi 0ss at mens sinus- og cosinus-funksjonene er periodiske med periode
2 , er tangens-funksjonen periodisk med periode 7.

Disse grafene for sinus, cosinus og tangens bar du kjenne sa godt at du uten videre kan
skissere dem opp. Merk spesielt verdiene for skjeringene med v-aksen. For sinus- og cosinus-
grafene bar du dessuten kjenne og topp- og bunnpunkt, og for tangens-grafen bar du kjenne
de vinklene der grafen ikke er kontinuerlig.
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5. Inverse trigonometriske funksjoner.

Hittil har vi tatt utgangspunkt i en vinkel v og funnet sinus, cosinus eller tangens til denne
vinkelen. Men vi har ofte bruk for & ga motsatt vei: Vi kjenner en sinus-, cosinus- eller
tangensverdi, og gnsker a finne den tilhgrende vinkelen. Vi oppfatter da vinkelen v som
funksjon av sinus-, cosinus- eller tangensverdien. Slike funksjoner kaller vi inverse
trigonometriske funksjoner eller arcus-funksjoner. Vi har tre av dem:

Arcus sinus brukes til & finne en vinkel nar vi kjenner sinusverdien til vinkelen. Vi definerer
arcus sinus-funksjonen slik:

y=sinv < v=arcsiny.

Vi kan ogsa skrive v =sin™'y istedenfor v =arcsiny.

sy Det er et generelt krav til funksjoner at de
skal veere entydige. For arcus sinus-
funksjonen innebaerer dette at nar vi kjenner

. en sinusverdi, ma vinkelen veere entydig

\\.' bestemt. Dette medfarer at vi kun kan

|
|
|
|
|
;
! \
- == 0 % mo Vv benytte vinkler i omrédet [ -Z, Z]. Dersom

212

| vi tillater vinkler utenfor dette omradet, er
N ikke vinkelen entydig bestemt nér vi kjenner
4 sinus-verdien.

Arcus cosinus brukes til a finne en vinkel nar
vi kjenner cosinusverdien til vinkelen. Vi
1ASOSV definerer arcus cosinus-funksjonen slik:

y=C0SV < V=arccosy.

y Vi kan ogsa skrive v =cos™y istedenfor
vV =arccosy.

()
N |

/ ) For at arcus cosinus-funksjonen skal veere
-1+ entydig, kan vi kun benytte vinkler i omradet

[0, 7], som angitt pa figuren til venstre.

IR E
<

Arcus tangens brukes til & finne en vinkel nar vi kjenner tangensverdien til vinkelen. Vi
definerer arcus tangens-funksjonen slik:

y=tanv < v=arctany.
Vi kan ogsa skrive v =tan™"v istedenfor v=arctany.

For at arcus tangens-funksjonen skal veere entydig, kan vi kun benytte vinkler i omradet

<—§, §>. Dette innser du ved & se hvordan tangens-grafen ser ut.
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Vi oppsummerer:

Lasning:

a) arcsin(%)=§ (eller 30°) fordi sin(£)=4.

b) arccos(-1) =z (eller 180°) fordi cosz =—1.
c) arctan (1) = £ (eller 45°) fordi tan(%)=1.

Oppgave 4.
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