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9. Fluidmekanikk.

Hittil har vi holdt oss til faste stoffer, der partiklene ikke kan bevege seg i forhold til
hverandre. Vi har riktignok innsett at legemer har en viss elastisitet. Vi skal na gi slipp pa
denne forutsetningen, og tillate at partiklene beveger seg i forhold til hverandre. De stoffene
vi da far, kalles fluider. Vi skiller mellom to hovedtyper:

e Vasker, der avstandene mellom partiklene er tilneermet konstant. Et veeskelegeme
opptar tilnermet samme volum uansett hvilke ytre pavirkninger det utsettes for.

e Gasser, der avstandene mellom partiklene varierer mye. Volumet til et gasslegeme
avhenger sterkt av ytre pavirkninger som trykk og temperatur.

Selv vesker har tilnsermet fast volum uavhengig av ytre pavirkninger mens gasser opptar alt
tilgjengelig volum, har vasker og gasser sapass mange felles egenskaper at det er hensikts-
messig a behandle dem under ett. Vi kaller dem fluider.

9.1. Noen innledende definisjoner.

9.1.1. Trykk.
9.1.2. Tetthet.

9.2. Fluid-statikk.
Farst skal vi anta at fluidet er i ro.
9.2.1. Generelle prinsipper.
9.2.2. Hydrostatisk trykk.
9.2.3. Pascals prinsipp. Danner grunnlaget for hydrauliske maskiner.
9.2.4. Oppdrift. Arkimendes' lov med anvendelser.

9.3. Fluid-dynamikk.
Na setter vi fluidet i bevegelse.
9.3.1. Innledning. Noen begreper og forutsetninger.
9.3.2. Kontinuitetslikningen.
9.3.3. Bernoullis likning. Den grunnleggende likningen for bl.a. stramning i rer.
*9.3.4. Bruk av Bernoullis likning. Noen fa av de mange anvendelsene.

9.4. Reelle fluider. Viskositet.
Vi ma se naermere pa en av de viktigste forutsetningene for bl.a. Bernoullis likning.
9.4.1. Definisjon av viskositet.
*9.4.2. Strgmning i rgr. Vi ser nermere pa stremning i rgr nar vi tar hensyn til friksjon.

*9.5. Turbulens.
Hittil har vi forutsatt laminaer stremning. Na ma vi se litt pa turbulens.
9.5.1. Reynolds tall. Et hjelpemiddel for & avgjgre om vi har laminer eller turbulent
strgmning.
9.5.2. Legeme som beveger seq i et fluid. Na er fluidet i ro mens legemet beveger seg,
eller fluidet ma passere en hindring.
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*0.6. Tillegq.
Noen utledninger, og litt tilleggs-stoff.

9.6.1. Mer om statisk trykk. En kort begrunnelse pa en pastand i teksten.

9.6.2. Utledning av Poiseuilles formel. Mer om stremning i rar med viskositet.
9.6.3. Stokes lov. En lov for friksjonen i et fluid.

9.6.4. Friksjonskraft nar det er turbulens.

9.7. Sammendrag.

9.8. Oppgaver med lgsningsforslag.
9.8.1. Smaoppgaver i teksten.
9.8.2. Blandede oppgaver.

9.8.3. Lgsning pd smaoppgaver.
9.8.4. Svar pa blandede oppgaver.
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9.1. Noen innledende definisjoner.

9.1.1. Trykk.

Vi har tidligere definert trykk som
o= Fe
A

der F, er kraften om virker vinkelrett pa ei flate med areal A. Vi husker ogsa at standard-
enheten for trykk er Pascal (Pa). 1Pa =1N/m2 , men at mange andre trykkenheter er i bruk
e Atmosfaere (atm) der latm =1.013-10°Pa.

e Bar og millibar, der 1 bar =1.000-10°Pa, 1 millibar = 10~ bar.
e Psi (Pound per Square Inch) der 1 psi = 6896Pa.

Vi husker ogsa at nar vi maler trykk i en beholder er det vanlig & angi hvor mye starre trykket
er i beholderen enn lufttrykket utenfor. Denne differansen kalles overtrykk. Det totale trykket
i beholderen kalles absolutt trykk.

9.1.2. Tetthet.

Vi definerer tettheten (egentlig massetettheten) o til et legeme som forholdet mellom
legemets masse m og dets volum V:
~m
P= v
Denne definisjonen forutsetter at tettheten er like stor over alt i legemet. Dersom dette ikke er
tilfelle, ma vi se pa massen dm til et lite volumelement dV, og definerer massetettheten i dette
punktet som:
_dm
P
Massetetthet males i kg/m?.

Faste stoffer og veesker har tilnsermet samme massetetthet uansett hvilke ytre pavirkninger de
utsettes for. Vi sier at massetettheten er en materialkonstant, og at stoffet er inkompressibelt.
Ogsa gasser kan under visse betingelser oppfattes som inkompressible.

Tettheten til gasser avhenger av gassens trykk og temperatur. Det er derfor vanlig a oppgi
tettheten til gasser ved faste referansetilstander. En vanlig referansetilstand kalles STP
(Standard Temperature and Pressure). Dessverre er det flere forskjellige definisjoner av STP i

bruk. Det vanligste er en temperatur pa 0°C og et trykk pa 1.00 atm, eller alternativt et trykk
pa 100 kPa.

Oppgaver: 9.1.1, 9.1.2.
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9.2. Fluid-statikk.

9.2.1. Generelle prinsipper.

Vi skal nd se pa fluider i ro. Hvis vi gar helt ned pa molekyl-nivaet, vil et fluid aldri veere i ro
fordi molekylene beveger seg i forhold til hverandre. At et fluid er i ro”, betyr derfor at
gjennomsnitts-hastighet for alle molekylene er lik null.

Det viser seg a veere hensiktsmessig a benytte en enkel modell av et fluid i ro. Vi tenker oss at
fluidet bestar av mange sma volumelementer, som alle er i ro. Dette innebarer at disse volum-
elementene verken kan akselerere eller rotere, slik at vektorsummen av krefter og av kraft-
momenter som virker pa volumelementene ma veere lik null.

Denne modellen av et fluid i ro gir oss direkte en av de viktigste egenskapene for et fluid:

I ethvert punkt i et fluid i ro er trykket like stort i alle retninger.

Denne pastanden begrunnes (litt ufullstendig) i et tillegg.

9.2.2. Hydrostatisk trykk.
E Na som vi vet at trykket er like stort i alle retninger, er tiden inne til &
l 0 beregne starrelsen av dette trykket. Vi tenker oss at vi avgrenser en fluid-
Po  sgyle med tverrsnittsareal A som vist pa figuren til venstre. Dersom trykket
gverster p,, virker det en kraft F, = p, - A nedover mot sgylas toppflate.
Pa tilsvarende mate virker det en kraft F = p- A oppover mot sgylas
ln’g bunnflate, der p er trykket i sgylas nedre ende. Dersom tettheten p er
konstant, er sgylas tyngde
~a-'p G=m-g=(pV)-g=(pAh)-g.
Siden sgyla star i ro, ma vi ha at
F-F,-G=0 < pA=p,A+pAhg

< p=p,+phg

Vi har altsa vist at:

Dersom massetettheten p i et fluid er konstant, er
P=ptp-g-h
der g er tyngdens akselerasjon og h er hgydeforskjellen mellom de to punktene.

Vi legger merke til at nar vi har en vaeske med konstant massetetthet p, avhenger trykket kun
av dybden h under overflaten forutsatt at overflatetrykket p, er likt over alt. Dette gjelder
uansett hvilken form beholderen har.
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Eksempel 9.2.1.

Et u-formet, dpent rar er delvis fylt med vann. Olje, som ikke
blander seg med vann og som har lavere massetetthet enn
vann, helles i rgrets hgyre apning slik figuren til venstre
viser. Finn massetettheten p,. for olja uttrykt ved masse-

tettheten p,,,, for vann og hgydene h . og h, ...

Lasning: Vi kan trygt forutsette at massetettheten i olja er konstant, og at det samme gjelder
for vannet. Trykket er like stort i begge greinene av raret i det stiplede nivaet. Antar vi at

trykket i dette nivaet er p, og at lufttrykket p, er like stort over begge dpningene i raret, er
p = pO + pvann ghvann
Pp=pP,+ poljegholje

Kombinerer vi disse likningene, far vi ssmmenhengen

vann

po +poljegholje = po +pvann ghvann g poljegholje = pvannghvann = polje = pvann : h

olje

Oppgaver: 9.2.1, 9.2.2, 9.2.3.

9.2.3. Pascals prinsipp.
Et viktig prinsipp for fluider ble oppdaget i 1653 av Blaise Pascal:

Pascals prinsipp: Endrer vi trykket pa et sted i et innelukket statisk fluid, forplanter den
samme trykkendringen seg til alle andre punkter i fluidet.

Dette prinsippet utnyttes i dag i hydrauliske maskiner.
Figuren nedenfor til venstre viser en prinsippskisse for en hydraulisk presse.

Et lite stempel med tverrsnittsareal A, trykker pa en
vaeske (f.eks. olje) med kraften F, = p- A, . Et starre
stempel med tverrsnittsareal A trykker pa vaeska med
kraften F, = p- A . Siden trykket er det ssmme under

begge stemplene, blir
p F2 Fl = F Ai

F

1 _ "1

A A F, A
Vi ser at en liten kraft F, kan lgfte en bil som har stor tyngde F, bare forholdet mellom
arealene av stemplene er stort nok.
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9.2.4. Oppdrift.

Oppdrift er et fenomen vi alle kjenner til: Et legeme i vann
virker lettere enn det gjar i luft. Nar legemet har mindre
massetetthet enn vann, flyter det. | motsatt fall synker det.

Oppdriften er en kraft som virker pa et legeme i et fluid, og
som skyldes trykkforskjellene rundt omkring pa legemets
overflate. Vi kan godt si at oppdriften er den totale trykkraften
mg som virker pa legemet.

Anta at vart nedsenkede legeme fjernes, og erstattes av et fluid-legeme som har ngyaktig
samme starrelse og form som det legemet som opprinnelig var der. Det ma derfor pavirkes av
neyaktig de samme trykk-kreftene. Men fluid-legemet ligger i ro. Da ma summen av trykk-
kreftene veere motsatt like stor som legemets tyngde. Denne summen av trykk-kreftene er
nettopp lik oppdriften.

Fluid-legemet roterer heller ikke. Siden legemets tyngde gar gjennom tyngdepunktet uansett
hvordan legemet er plassert, ma ogsa oppdriften ga gjennom fluid-legemets tyngdepunkt.
Ellers ville fluid-legemet rotert.

Vi summerer opp dette resonnementet som Arkimedes lov:

Nar et legeme er helt eller delvis nedsenket i et fluid, sa pavirkes legemet av en kraft fra
fluidet som peker rett oppover og som er like stor som tyngden til det fortrengte fluidet.
Kraften angriper i tyngdepunktet til det fortrengte fluidet.

Tyngdepunktet til det fortrengte fluidet kalles gjerne oppdrifts-senteret (Center of Buoyancy,
CB).

Eksempel 9.2.2: En jernkule med massen 15.0Kkg festes til et tau og senkes ned i ferskvann
med konstant fart. Hvor stor er kraften i tauet? Tettheten til jern er 7.8-10° kg/m®.

Lgsning:  Nar kula er under vann, pavirkes den av tre krefter: Tyngden G, oppdriften B
og snordraget S slik figuren nedenfor til venstre viser.
Vi finner farst volumet til jernkula, som ogsa er volumet til den fortrengte

S vannmengden:
B po= o vy M o 190K gp 00,
% Pr.  7.8-10°kg/m?
Oppdriften er lik tyngden til det fortrengte vannet:
B=m-g=(pymn V)9 =1.00-10°kg/m*-1.92-:10°m?-9.81m/s* =18.8N
G Newtons 2. lov gir oss da:

S+B-G=0
S=G-B=mg-B=15.0kg-9.81m/s* ~18.8N =128.4N .
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Oppgaver: 9.2.4.

Det er viktig a veere oppmerksom pa at oppdriften angriper i tyngdepunktet til det fortrengte
fluidet. Figurene nedenfor viser hvordan dette bidrar til stabiliteten for et skip:

o C™M
© CB

Pa disse figurene er CM massesenteret til skipet, mens CB er oppdrifts-senteret. Dersom
oppdrifts-senteret ligger over massesenteret, vil skipet alltid veere i stabil likevekt. Men
dersom oppdrifts-senteret ligger under skipets massesenter (se figuren over), kan det se ut
som om skipet vil ga rundt ved den minste forstyrrelse. Sa galt er det heldigvis ikke. Sa lenge
skipet ligger helt vannrett, gir ikke oppdriften noe kraftmoment om massesenteret. Men sa
snart skipet krenger, vil oppdrifts-senteret flytte seg fordi formen pa den fortrengte vann-
mengden endres. Dermed far oppdriften et kraftmoment som bidrar til a dreie skipet tilbake til
sin opprinnelige stilling.

9.3. Fluiddynamikk.

9.3.1. Innledning.

| fluidstatikken forutsatte vi at fluidet var i ro. Vi skal na se pa fluider i bevegelse. Vi skal
0gsa se pa legemer som beveger seg gjennom fluider i ro.

Generelt er bevegelsen til et fluid sveaert komplisert, men noen situasjoner kan beskrives ved
relativt enkle modeller. Disse modellene forutsetter som regel at vi har et idealfluid, som ma
tilfredsstille disse betingelsene:

e Fluidet er inkompressibelt, d.v.s. at det har konstant massetetthet. Veesker er praktisk
talt inkompressible. En gass kan ogsa sees pa som inkompressibel nar trykket i den er
tilnaermet konstant.

e Fluidet har ingen friksjon. Dette inneberer at fluidpartiklene kan bevege seg uten
friksjon i forhold til hverandre (ingen indre friksjon). Det innebaerer ogsa at det ikke er
friksjon mellom fluidet og veggene i rar eller liknende som fluidet stremmer gjennom.
Vi skal til slutt i dette kapitlet se hva som skjer dersom vi tar hensyn til friksjon.

Ved et vilkarlig tidspunkt kan vi danne oss et bilde av en
fluidstrem ved hjelp av stremlinjer. En stremlinje er en
tenkt kurve i fluidet som er slik at enhver fluidpartikkel pa
denne kurven beveger seg langs den slik figuren til
venstre viser.

Generelt vil stramlinjene i et fluid forandre seg etter hvert som tiden gar. | de tilfellene der
stramlinjene ikke endrer seg med tiden, sier vi at strammen er stasjongr. | en stasjonar
fluidstram er stremlinjene det samme som fluidpartiklenes baner.
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En bunt av stremlinjer i en stasjoner fluidstrem kaller vi
et stremrgr. Siden stremmen er stasjonar, kan fluid-
partikler utenfor stremrgret aldri komme inn i det, og
fluidpartikler som er i stramrgret kan aldri forlate det.

Dersom en fluidstrem bestar av lag som beveger seg ved siden av hverandre med tilnaermet
like stor fart og uten at partiklene fra ulike lag blander seg med hverandre, sier vi at strammen
er laminger. | motsatt fall sier vi at strammen er turbulent.

9.3.2. Kontinuitetslikningen.
La oss starte med et par definisjoner:

Den siste likheten i ramma ovenfor fglger av at m = pV . Siden massetettheten p ikke varierer
med tiden t, blir
0 - dm d(pV) av

W a Pa

La oss se nermere pa de fluidpartiklene som strammer i
et rgr. En partikkel som har fart v vil i et kort
tidsintervall dt tilbakelegge en strekning

ds=v-dt.
Dersom rgret har tverrsnittsareal A, vil et volum

dV =A-ds=A-vdt
passere vart tverrsnitt. Da blir volumstrgmmen

dv  A-vdt
R TR T

I en stasjoneer fluidstrem kan vi ikke ha opphopning av masse. Derfor ma massestrgmmen
veere like stor i alle tverrsnitt av strammen. Dersom farten til partiklene er v, i et tverrsnitt

som har areal A,, og farten er v, i et tverrsnitt som har areal A,, blir
Q=0 & PQL=pQn <& pPAY=PAVY,.
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Dersom vi har et inkompressibelt fluid, er p, = p, slikat Av, = Ay, .

Vi oppsummerer:

Kontinuitetslikningen:
For et kompressibelt fluid er Q. =P AV, = p,AV,.

For et inkompressibelt fluider  Q, = Av, = Ay,.

Eksempel 9.3.1: Olje med massetettheten 850 kg/m3 pumpes gjennom et sylindrisk rer med

diameteren 8.0cm. Volumstrgmmen er 9.50dm?*/s . Anta at oljen er inkompressibel.

a) Hvor stor fart har oljen gjennom rgret, og hvor stor er massestrgmmen i rgret?
b) Anta at rgrets diameter reduseres til 4.0cm. Hvor stor fart har oljen gjennom rgret na?

Lasning:
a) Vi ser pa hele rgret som et stramrar som har radius r, =1-0.08m =0.04m . Stregmrgret far
da et tverrsnittsareal
A = zt? = z-(0.04m)" =5.02-10°m?,
Daer
=B (o3
-ax o y-Q-E
Massestrgmmen er gitt ved:
Q, =p-Q, =850kg/m*-9.50-10° m*/s =8.1kg/s .

=1.89m/s.

b) Etter innsnevringen er r, =3-0.04m =0.02m. Da blir
A, =712 = z-(0.02m)° =1.26-10°m?.
Farten til oljen er na:
~Q, 950-10°m’/s
27 A, 1.26:10°m?
Dette kunne vi ogsa funnet av kontinuitetslikningen, der vi benytter at r, =4r,.
Da blir
A =art=n(3n) =iar’ =1A,
slik at

A2V2 = A1V1 < V=

=7.54m/s.

v, = iv1 =4y, =4-1.89m/s=7.56m/s.
A

> | >

ENTS

Oppgave: 9.3.1.
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9.3.3. Bernoullis likning.

Ifalge kontinuitetslikningene kan farten variere langs partikkelbanene i fluidet, slik at farten er
starst der tverrsnittsarealet er minst. Nar farten endres, ma fluidpartiklene akselerere. Da ma
partiklene pavirkes av krefter. Disse kreftene kan dels skyldes trykkforskjeller, dels tyngde-
kraft. Vi skal na utlede en viktig sammenheng mellom trykk, fart og hgyde for en stram av et
ideelt, inkompressibelt fluid. Setningen kalles Bernoullis likning:

Et fluid i et stramrar har trykk p, tetthet p, fart v og hgyde h. La indeksene , og , angi to
punkter i stremrgret. Da er

P, + pgh +3 pVv,° = p, + pgh, + 4 pV,°
eller

p+ pgh+1 pv? = konstant .

NB: Slik Bernoullis likning er utformet i ramma ovenfor, gjelder den kun for stasjonar strgm
i et inkompressibelt fluid uten indre friksjon (uten viskositet). Vi skal senere vise hvordan vi
kan modifisere Bernoullis likning slik at vi tar hensyn til indre friksjon.

Bernoullis likning kan utledes pa flere mater, og gis ulike tolkinger. En popular tolking gar ut
pd & se den som en trykk-likning. Da oppfattes p+ pgy som et statisk trykk, mens 1 pv? er
dynamisk trykk. Likningen sier da at summen av statisk og dynamisk trykk er konstant.

Vi skal imidlertid utlede Bernoullis likning ved hjelp av et energiresonnement, og benytte
figuren nedenfor:

Figuren viser et utsnitt av et stramrgr. Vi antar at et fluid-legeme flytter seg et lite stykke
oppover rgret. Dette er ekvivalent med at en liten masse m med volum V, = A -s; flyttes fra

bunnen av stremrgret og opp til toppen, der volumet blir V, = A, -s, . Fluidets fart er v, ved
bunnen av stremrgret, og v, ved toppen av stremrgret. Da kan vi sette opp denne energi-
likningen:

mgh, +imv,> +W =mgh, + 2 mv,’.
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Her er W det arbeidet som utfgres av andre krefter enn tyngden. De eneste kreftene som da
virker er trykk-kreftene. Trykket p, nederst virker i fartsretningen, mens p, gverst virker mot

fartsretningen. Siden
F
=— < F=p-A
p A p

blir

W :Fl'sl_Fz'Sz = pl'Ai'Sl_ pz'Az'Sz = pl'Vl_ pz'Vz-
Dessuten innfarer vi at

m=pV, = p,V,
der p er tettheten til fluidet. Da blir energilikningen

plvlghl + %plvlvlz + PV, - PV, = pzvzghz + %pZVZVZZ :

Sa forutsetter vi at fluidet er inkompressibelt. Da er p, = p, = p. Videre blir V, =V, =V , slik
at volumet V kan forkortes bort. Dermed star vi igjen med

pghy +3 oV + p,— P, = pgh, + 3 pv,*
som etter ordning blir Bernoulllis likning.

Eksempel 9.3.2:
v,— A | et rgrsystem ligger punktet 1 en hgyde h over punktet 2.

Tverrsnittsarealet av rgret innsnevres slik at A, =3 A .
h Finn uttrykk for stramningshastighetene v, og v, nar du vet at

trykket er like stort i begge punktene. Anta at rgrsystemet er
25 A, helt fylt med en inkompressibel vaske, og se bort fra
friksjonsarbeid.

Lasning:
Tar utgangspunkt i Bernoullis likning:

P+ o8y, +%pV12 = P, + 0y, +%pV22 3
Av kontinuitetslikningen far vi

Av,=Av, & v, :%v1 :%v1 =2V,.
2
Benytter videre at p, = p,, y,=h, y, =0, og Bernoullis likning blir
poh+ipv?=1p(2v,) o 2gh+v?=4v} < 3v2=2gh < v, =,2gh.

Da blir
V,=2v,=2-,%gh.

Oppgave: 9.3.2, 9.3.3.
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*9.3.4. Bruk av Bernoullis likning.

Bernoullis likning er utgangspunkt for mange andre likninger. Vi skal starte med Toricellis
lov, som egentlig ble satt opp lenge far Bernoullis likning.

Tanken pa figuren til venstre har tverrsnittsareal A, og er

fylt med en vaeske opp til hgyden h. Trykket over vaesken er
p, . Vaesken renner ut med fart v, gjennom et lite hull i

bunnen med tverrsnittsareal A, . Trykket ved utlgpeter p,.
Av Bernoullis likning far vi
P+ pgh+3 v = p, +3 oV,
Dersom A >> A,, gir kontinuitetslikningen Av, = A,v, at
v, <<V, . Da kan vi se bort fra leddet < pv,?, og likningen blir

2 —
p+poh=p,+3pv," < v2=\/—(pl 2
o

+2gh

Dersom tanken er apen, vil trykket vere lik lufttrykket bade oppe og nede slik at p, = p, .
Likningen over reduseres da til

Vv, =4/2gh

som er kjent som Torricellis lov.

Figuren til venstre viser prinsippet for et
venturimeter, som brukes til 3 male
strgmningsfarten i et fluid. Fluidet passerer en
innsnevring slik figuren viser. Ved a male
forskjellen mellom trykket for og trykket i
innsnevringen, kan stramningsfarten beregnes.

Vi

Anta at far innsnevringen er rgrets areal A, fluidets fart v, og trykket p, . | innsnevringen er

arealet A,, fluidets fart v, og trykket p,. Det er ingen hgydeforskjell, slik at Bernoullis
likning reduseres til

2 2
p1+%pV1 =P, +%pV2 -
Kontinuitetslikningen gir na at

A-vi=A,v, &, :%vl.

Dette settes inn i Bernoullis likning, og vi far

2 2
P, +%pV12 =D, +%p(%vlj =D, +%p(%J V12'
Vi merker oss at A > A, slik at % >1, og ordner dette til
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2 2
P — P, :%p[%] V12 _%pvlz = %pvlz [(%j _]} =P P,

3. L — P,
o ()

Likningen over forutsetter et ideelt fluid. Slike fluider eksisterer ikke. I praksis vil det alltid
veere friksjon i fluidet og mellom fluid og rar. Dessuten falger ikke stramlinjene rgrets form
helt ngyaktig. Disse forholdene gjar at formelen ma modifiseres for praktisk bruk.

=]

=

Legg merke til at det kun er trykkforskjellen p, — p, som ma males. De andre starrelsene vil

veere kjent pa forhand. Figuren nedenfor til venstre viser hvordan vi i prinsippet kan ga fram
for & male denne trykkforskjellen. Dersom trykket over de apne rarene er p,, og vesken i

ragrene har tettheten p, har vi at

P = Pp +pgh
09
p, =P, +ogh,.
Da blir
. — P, = pgh, — pgh,
= pg(h —h,)

Denne hgydeforskjellen lar seg lett
male selv med primitivt utstyr.

9.4. Reelle fluider. Viskositet.

9.4.1. Definisjon av viskositet.

Hittil har vi forutsatt at vi har et ideelt fluid, der vi bl.a. ser helt bort fra friksjon mellom
molekylene i fluidet. Virkeligheten er nok mer komplisert.

y
| Figuren til venstre viser ei plate som trekkes gjennom et

» R fluid med konstant fart v. Da viser det seg at plata vil dra

> med seg fluid-partiklene nermest plata, slik at de ogsa

—>

—>

-

>

vil flytte seg med farten v. Partikler litt lenger vekk fra
plata vil ogsa dras med, men med lavere fart. Vi far en
hastighetsprofil slik figuren viser.

For & forklare dette, kan vi tenke oss at fluidet bestar av en mengde tynne, plane sjikt. Nar
plata trekkes gjennom fluidet, vil det naermeste sjiktet trekkes med. Det ma altsa vere en
skjeerkraft F, som virker pa fluid-sjiktet. Dette farste tynne sjiktet vil trekke med seg det neste

sjiktet, og slik fortsetter det inntil virkningen av at plata trekkes gjennom fluidet ikke kan
merkes.
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Vi definerer na starrelsen v (eller bedre §) som hastighetsgradienten til fluidet. Det viser
seg at denne er proporsjonal med skjaerspenningen, slik at:

h_,v
A H y
der u kalles viskositeten til fluidet, eller mer presist den dynamiske viskositeten.

Viskositeten males i Pa-s som kan omformes til kg/(m ~s). | praksis brukes ofte enheten
poise, der 1Pa-s=10poise.

Fluider med liten viskositet er sveert lettflytende, mens seige vaesker har stor viskositet.
Vanligvis vil viskositeten for et fluid veere sterkt temperaturavhengig. For vann ved 20°C er
viskositeten omtrent 1.0-107 Pa-s, mens gasser har viskositet i starrelsesorden 10°Pa-s.
Viskositeten avhenger av temperaturen. For vann avtar viskositeten fra 1.0-10° Pa-s ved

20°C til 0.3-10°%Pa-s ved 95°C.

Noen ganger benyttes ogsa den kinematiske viskositeten v = 2 der u er den dynamiske
P

viskositeten mens p er fluidets tetthet. Den kinematiske viskositeten males i m?®/s.

*9.4.2. Strgmning i rar.

Nar et fluid strammer gjennom et rar, vil viskositeten sgrge for at et sveert tynt fluid-sjikt
naermest rgrveggen er tilnermet i ro, og at tynne fluid-sjikt lengre vekk fra rgrveggen far
stadig starre fart. | et tillegg har vi regnet pa dette, og resultatet er at stramningsfarten v
avhenger av avstanden fra rgrveggen som vist pa figuren nedenfor. Vi far en hastighetsprofil.

| tillegget har vi ogsa vist at samlet volumstrgm blir

! N _”(pl_pz)R4
— N Vi
g _OHE
! | by der p, og p, ertrykket i endene av raret, R og L er

= radius og lengde av raret, og x er viskositeten.

Denne formelen kalles Poiseuilles formel. Den viser bl.a. at volumstrgmmen er proporsjonal
med 4. potens av radien. Det vil for eksempel si at dersom radien dobles mens trykk-
forskjellen holdes konstant, vil volumstrammen 16-dobles. Vi ser ogsa at dersom vi vil holde
volumstrgmmen konstant mens radien reduseres litt, ma trykkforskjellen p, — p, gkes mye.

Merk at formelen forutsetter at det ikke andre arsaker til trykkfallet enn viskositeten. I praksis
vil det alltid veere andre arsaker i tillegg, sa som ujevnheter i raret og bend pa roret.
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Eksempel 9.4.1: En blodare innsnevres med 10% pa grunn av diverse avleiringer. Hvor
mange prosent ma trykkforskjellen mellom endene av denne blodaren gke med for at
blodstremmen skal opprettholdes?

Lasning: Vi kaller den opprinnelige trykkforskjellen p, — p, = Ap. Etter innsnevringen blir
trykkforskjellen Ap,. Da gir Poiseuilles formel
.Ap-R*  7-Ap,-(0.90R)’
7-Ap-R' _7-Ap-(090R)" A =22 152.ap.
8uL 8uL 090" —
Blodtrykket vil altsa gke med 52%.

Oppgave 9.4.1.

Vi har tidligere presentert Bernoullis likning som

P, + PO +3 oV = p, + pgh, + 3 v,
Men denne formen forutsatte at det ikke var noen former for friksjon. Vi har na sett at denne
forutsetningen ikke er realistisk. En bedre form for Bernoullis likning er

p,+ pgh +1pv?—Ap = p, + pgh, + 1 pv,°.

Her kan Ap oppfattes som et trykktap. Dette trykktapet kan skyldes mange forhold:
e Nar vi tar hensyn til fluidets viskositet, far vi et trykkfall Ap gitt ved

z-Ap-R* 8ulL

Q= 8L < A =R Q-

o Trykkfallet ovenfor skyldes bare fluidets viskositet. I tillegg kommer et trykkfall som
falge av at rarveggen ikke er helt glatt. Dette trykkfallet er vanskelig & beregne, og vil
vanligvis gke med tiden pa grunn av begroing, skitt og lignende.

e Bend, innsnevringer eller andre forhindringer i rgret vil ogsa gi et trykkfall.

Ver oppmerksom pa at alt vi har sagt sa langt, forutsetter laminzr stramning. Dersom det
oppstar turbulens, far vi helt andre og mer uforutsigbare forhold.

*9 5. Turbulens.

9.5.1. Reynolds tall.

Hittil har vi forutsatt at stramningen er lamineer, d.v.s. at stremlinjene i rgret ligger pent og
stabilt ved siden av hverandre. Men hvis stramningsfarten blir for stor, gar stremningen over
til & bli turbulent, der stramlinjer vikler seg sammen i et irreguleert mgnster som hele tiden
endres. Ved en slikt turbulent stremning kan vi ikke bruke var modell med fluid-sjikt som glir
ved siden av hverandre, slik at Poiseuilles formel ikke kan brukes. Vi kan heller ikke stole pa
Bernoullis lov, fordi det stadig oppstar uforutsigbare trykkforskijeller.

For en ingenigr er det viktig a kunne forutsi om stramning i et rar blir laminaer eller turbulent.
Da benyttes Reynolds tall, som defineres ved

7
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der v er gjennomsnittlig stremningsfart i reret, p er fluidets tetthet, D er rerets diameter, og u
er viskositeten. Det viser seg at vi har laminer stramning dersom Reynolds tall er under ca.
2000, og turbulent stramning dersom Reynolds tall er starre enn ca. 3000. Disse grensene er
ikke absolutte, og det er vanskelig a forutsi stramningsforholdene dersom Reynolds tall ligger
i omradet 2000 — 3000. Denne usikkerheten skyldes bl.a. at turbulens “trigges™ lettere dersom
det er ujevnheter i roret.

Eksempel 9.5.1: Volumstrammen gjennom et vannrgr med indre diameter 10 cmer 1.2 liter
pr sekund. Er stramningen laminger eller turbulent? Anta at viskositeten for vannet er

1.0-10%Pa-s.

Lgsning: Vi ma farst bruke kontinuitetslikningen for a finne stremningsfarten v:
v:ﬁzmzo.mm/&
A 7.(0.05m)
Da blir Reynolds-tallet
Re — vpD _ (0.15m/s)-(1.0-10°kg/m*)-(0.10m )
U 1.0-103Pa-s
Dette tallet er sdpass stort at vi er sikre pa at stremningen er turbulent.

=1.5-10*.

Nar vi har turbulens, kan det oppsta store trykkforskjeller mellom deler av fluidet, for
eksempel mellom fluid foran og bak en hindring. Noen steder kan trykket i en veeske bli sa
lavt at vaeske spontant fordamper, og det dannes dampbobler. Nar disse boblene kommer til
omrader med hgyere trykk, gar dampen raskt tilbake til vaeskeform: de “imploderer”. Denne
effekten kalles kavitasjon, og kan oppsta for eksempel etter bend eller innsnevringer i rar, i
pumper, eller ved propeller. Slik kavitasjon kan hgres som en slags “knitring”, og kan
medfare stor slitasje.

9.5.2. Legeme som beveger seq i et fluid.

Hittil har vi latt fluidet stramme gjennom et rar. Men vi kan ogsa la et legeme bevege seg
gjennom et fluid i ro, eller vi kan la fluidet stramme rundt et legeme som star i ro i fluid-
strammen. Ogsa da ma vi skille mellom lamineer og turbulent stramning, og vi bruker et

Reynolds-tall ogsa da. Dette Reynolds-tallet ser slik ut:

Re:E.
M

Her er L lengden til legemet i stramningsretningen, mens v er farten mellom legemet og
fluidet. p og u er henholdsvis tetthet og viskositet for fluidet.

Vi har tidligere sett pa viskas friksjon nar et legeme beveger seg i et fluid, og har sagt at
denne friksjonskraften er proporsjonal med farten og rettet mot bevegelsen. Naermere
undersgkelser viser at dette kun gjelder dersom vi har lamineer stramning. Det er vanlig 4 anta
at vi har rent laminar stremning dersom Reynolds-tallet ovenfor er mindre enn ca. 1.

For et kuleformet legeme er friksjonskraften mellom fluidet og legemet gitt ved Stokes lov.
Det er gitt en begrunnelse for denne loven i et tillega.
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Nar et kuleformet legeme med radius r beveger seg med fart v i et fluid med viskositet 1, er
friksjonskraften gitt ved

F=K-ruv.
Det er vanlig a sette K =~ 67 .

For legemer som ikke er kuleformede, ma formelen over modifiseres og verdien av K endres.

Eksempel 9.5.2: Ei kule med radius 4.0 mm er laget av et stoff som har massetetthet
Prse = 2-60-10° kg/m® . Kula slippes i ei vaeske som har massetetthet p,. ., =0.94-10° kg/m®.

Nar kula har falt et stykke blir farten konstant lik v =0.08m/s . Beregn veeskas viskositet.

Lasning: Nar kula har fatt konstant fart, er oppdriften B pluss den viskase kraften F
motsatt like stor som kulas tyngde:
67Z-rVILl + mvaeskeg - mkuleg =0

FyB For begge massene er

m=pV =p-27r°,

m,g Slikat
67Z.rvlu+pvaeske '%ﬂ-rsg ~ Prule '%ﬂ-r3g =0

Ordning gir
U= 2r29 (pkule _pvaske)
Qv
2-(4.0-10°°m)’-9.8Lm/s? - (2.60-10° - 0.94-10° ) kg/m”

= ~0.72Pa-s
9.0.08m/s —_—

Nar Reynolds-tallet gker, kan turbulens oppsta. Men vi regner ikke med at det er rent

turbulent stramning for Reynolds-tallet er ca. 10°. Mellom disse verdiene kan vi ha overgang
mellom laminar og turbulent stremning.

Eksempel 9.5.3: Undersgk om det oppsto turbulens da kula i forrige eksempel sank gjennom
et fluid.

Lasning: Vi regner ut Reynolds-tallet:
vpL 0.08m/s-0.94-10°kg/m*-(2-0.04m) o
u 0.72Pa-s B

Dette tallet er litt for stort til at vi er helt trygge pa at det har vert rent laminar stramning. Det
er mulig at turbulens kan ha pavirket malingene.

Re =

Nar det oppstar turbulens pa grunn av fartsforskjellen mellom et legeme og et fluid, kan
trykket bak legemet bli mye lavere enn trykket foran. Denne trykkforskjellen gir opphav til en
kraft F, mot bevegelsen. I tillegget har vi gitt en begrunnelse for at denne kraften er gitt ved

F=C-Ap-V2
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Her er A legemets tverrsnittsareal vinkelrett pa fartsretningen, p er fluidets massetetthet, og v

er legemets fart gjennom fluidet. C er en dimensjonslgs konstant, som bl.a. avhenger av
legemets form. For “vanlige” legemer viser eksperimenter at C har verdier i omradet 0.2 —
1.0.

Nar vi skal beregne kraften som virker pa et legeme som beveger seg i et fluid, er det vanlig &
summere virkningene av laminer og turbulent kraft. Vi far da

F=K-rvu+C-A-pv’
der det farste leddet dominerer dersom Reynolds-tallet er lite, og det siste leddet dominerer
dersom Reynolds-tallet er stort.

*0.6. Tillegg.

9.6.1. Mer om statisk trykk.
Vi skal na begrunne denne setningen:

I ethvert punkt i et fluid i ro er trykket like stort i alle retninger.

Vi skal begrunne pastanden ved hjelp av figurene til venstre, som
viser et lite fluid-prisme i vart fluid som er i ro. Prismet er sa lite at
vi kan anta at trykket ikke varierer langs ei flate, og at vi kan
neglisjere prismets tyngde sammenliknet med trykk-kreftene.

Den skra flata har areal
A=Db-I,
og de to andre flatene har areal
A =I1sin@-b=Asinég,
A, =lcosd-b=Acosd.
Siden legemet er i ro, ma vi ha at
F,siné-F =0
F,—F,cos0=0

Sa benytter viat F = p- A, og kaller trykkene mot de tre flatene henholdsvis p, p, og p,. Da
omformes de to kraft-likningene slik:

F,sind-F, =0 < p,A-sind=p,-A =p,-Asind < p,=p,.

F,—F,c0s0=0 < p,A-cosd=p, A =p,-Acosld < p,=p,.
Altsaer p = P, = Pa, SOM viser at trykket er det samme i alle retninger nar legemet er sa lite
at vi kan betrakte det som et punkt.
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9.6.2. Utledning av Poiseuilles formel.

Nar et fluid strammer gjennom et rar, vil viskositeten sgrge for at et sveert tynt fluid-sjikt
naermest rgrveggen er tilnermet i ro, og at tynne fluid-sjikt lengre vekk fra rarveggen far
stadig starre fart. Disse fluid-sjiktene vil veere tynne sylinderskall dersom rgret har sirkulaert
tverrsnitt.

Figuren viser et rer med lengde L og radius R. Trykket pa venstre side er p,, og pa hgyre side
p, . Det strammer et fluid gjennom rgret med retning fra venstre mot hgyre. Vi snitter ut et
tynt sylinderskall med radius r og tykkelse dr. Pa grunn av viskositeten vil dette sylinder-
skallet pavirkes av en skjeerkraft F, gitt ved

F —dv (—dV)
A, (2 F=(27r-L)- g o)
il G e R ety

: T : . —dv .
Her har vi erstattet ~ fra definisjonslikningen for viskositet med o der minustegnet
y r

skyldes at hastigheten gker nar radien avtar.

For at fluidet skal stramme med konstant fart, ma differansen mellom trykk-kreftene i endene
av rgret motvirke denne skjeerkraften, slik at
—dv
(-av)

dr

F-F,-F=0 < P rt =y art =27rL -

dv
N (pl_pZ)'r:_ZﬂL'a = (pl—pz)-rdrz—ZyLdv

Denne differensiallikningen integreres fra en start-radius r til R. Da vil farten endres fra v til
0. (Vi overser at jeg bruker r og v bade for startverdier og som integrasjonsvariabler). Vi far
(pl_ pz)(Rz _rz)

(pl—pz)[%r2]f=—2,uL[V]3 < V(I’)= 4L ’

Farten er starst nar r =0. Da blir

" R’

:—»\ Vmax:(pl_p2)4 L

—> H

— Hastighetsprofilen for andre verdier av r vil falge en
W/ andregradskurve som vist i figuren til venstre.

Volumstremmen gjennom vart sylinderskall blir

_ R2 _r2 _

(pl pz)( )-(Zﬂr-dr)zﬁ(pl pz)(Rzr_rs)dr.
4ul 2ul

Samlet volumstrgm blir integralet av dette uttrykket fra r =0 til r =R. Vi far

dQ, =v-dA=
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z(p,—P,) (R z(p,—p,) R
QV:—ZTUL 2 (Rzr—rs)dr:—ZLL Z[R?4r% ']
:7T(p1_pz)(lel_lel)z7z(p1_p2)R4
2ul ? ‘ 8uL

Dermed har vi utledet Poiseuilles formel.

9.6.3. Stokes lov.

Dersom ei kule faller i et fluid (eller et fluid strammer forbi en kuleformet hindring), og farten
er sa liten at vi har laminar stremning, vil fluidet virke pa kula med en kraft F. Vi skal na
benytte en teknikk som kalles dimensjonsanalyse til & lage et utkast til en formel for denne
kraften.

Vi finner det rimelig & anta at kraften avhenger av kulas radius r, kulas fart v og viskositeten
u til fluidet. Mer presist antar vi at

F=K-roviy
der K er en dimensjonslgs konstant. Vi skal na finne eksponentene o,  og » ved a kreve at
likningen skal veere konsistent med hensyn pa maleenheter. Vi far da:

s 7
'@_;m:ma.(mj (ﬁj ,
S S m-s

Vi sorterer ut:

kg:  1=y.
m: l=a+p-y.
S: —2=-F-y.

Dette likningssystemet lgses lett, og vi far y =1, =1, a=1. Altsd er
F=K-rvu.

Det viser seg at konstanten K ~ 6. Da far vi

Stokes lov: F =67zrvu

9.6.4. Friksjonskraft nar det er turbulens.

Nar det oppstar turbulens pa grunn av fartsforskjellen mellom et legeme og et fluid, far vi en
kraft F, mot bevegelsen. Vi antar at denne kraften avhenger av legemets tverrsnittsareal A,

fluidets massetetthet p og farten v, og foretar en dimensjonsanalyse:
F =C-A"p’V".
Dimensjoner:
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kg-m « (kgY (mY
o (3] 7
Vi sorterer ut:
kg: 1=2.
m: 1=2a-3F+y.
S: —2=-y.
Dette likningssystemet lgses lett, og vi far =1, y =2 og o =1. Dablir
F=C-A-p-V?

der C er en dimensjonslgs konstant som bl.a. avhenger av legemets form.

9.7.Sammendrag.

Hydrostatisk trykk: p=p,+p-g-h.

Arkimedes lov: Nar et legeme er helt eller delvis nedsenket i et fluid, sa pavirkes legemet av
en kraft fra fluidet som peker rett oppover og som er like stor som tyngden til det
fortrengte fluidet. Kraften angriper i tyngdepunktet til det fortrengte fluidet.

Kontinuitetslikningen:

For et kompressibelt fluid er Q, = p,Av, = p,AV, .

For et inkompressibelt fluider Q, =Av, =Ayv,.
Bernoullis likning (tapsfritt): p, + ogh, + % pv,* = p, + pgh, +1 pv,*.

o F v
Viskositet p: —=pu-—.
A y
_ R4
Poiseuilles formel: Q, = M
8ulL
Reynolds tall (stremning gjennom rar): Re :@.
M
. _— vplL
Reynolds tall (bevegelse gjennom fluid): Re = ———.
)7,

Stokes lov: F =K -ruv der K =~ 67 ved kuleformet legeme.

9.8. Oppgaver med lgsningsforslag.

9.8.1. Smaoppgaver i teksten.

Oppgave 9.1.1:
Ei stue har gulvareal pd 30m? og takhgyde pa 2.40m . Hvor mange kg luft er det i stua nar

tettheten til luft er 1.29kg/m3?
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Oppgave 9.1.2:

En massiv, rett sylinder har grunnflateradius R og hgyde H = 3R. | den

ene enden freser vi ut et hulrom som er formet som en halvkule med
radius R. Massen av sylinderen med utfrest hulrom er m. Hva var massen
til sylinderen far utfresingen?

Oppgave 9.2.1:
Hvor langt ned under overflaten i ferskvann ma du dykke for at trykket skal dobles? Ga ut fra
at lufttrykket ved vannets overflate er 1 atmosfere.

Oppgave 9.2.2:

Et gammeldags barometer bestar av et U-formet rar der det er fylt kvikksglv (Hg) i den ene
greina. Over kvikksglvet er det vakuum. Den andre greina er apen. Lufttrykket angis da som
"mm Hg". Hvor mange mm Hg svarer til 1 atmosfares trykk? Tettheten til Hg er

13.6 -10° kg/m?.

Oppgave 9.2.3:

Overtrykket inne i menneskers blodarer er normalt 5980 Pa. En pasient far intravengs nzring
gjennom en slange som er forbundet til en beholder som er festet en hgyde h over pasienten.

Hva er den minste verdien h kan ha for at flytende naring skal stramme inn i blodaren nar vi

antar at nzringsblandingen har tetthet 1050kg/m??

Oppgave 9.2.4:
Et isflak med areal A er 80 cm tykt. Nar det flyter pa vann med tetthet 1.00 - 10° kg/m?® stikker
9.0 cm over vannflata. Finn tettheten til isen i isflaket.

Oppgave 9.3.1:

Du bruker 25 sekunder pa a fylle et 10 liters spann med vann fra springen. Hvor stor er
volumstrgmmen, og hvor stor er massestrgmmen til vannet? Hvor stor fart har vannet nar det
kommer ut av springen nar den indre diameteren i springen er 8.0 mm? Hvor stor fart har
vannet et annet sted der vannrgret har indre diameter 12.0 mm? Ga ut fra at raret er
fullstendig fylt med vann.

Oppgave 9.3.2:
Det strammer en inkompressibel, ideell vaeeske med massetetthet p gjennom et horisontalt rar.
| et punkt der raret har tverrsnittsareal A, er farten v, og trykket er p,. Finn veeskens fart og

trykk i et annet punkt der tverrsnittsarealet er 24, .

Oppgave 9.3.3:

\ )
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Figuren viser en vannkran som er koplet til et vannreservoar med en slange. Nar kranen er
fullt dpen, er kranens indre diameter D =9.44.10°m . Vi antar at reservoaret er s stort at
vannflaten ikke synker merkbart under tapping. Kranens apning ligger en hgyde h =3.26m
under vannflaten i reservoaret.

a) Hvor stor fart har vannet nar det kommer ut av kranen? Se bort fra alle former for

friksjon, og ga ut fra at lufttrykket er like stort ved kranen som ved vannoverflaten.
b) Hvor lang tid tar det a fylle en 5 liters beholder nar kranen er fullt apen?

Oppgave 9.4.1:
Et vannrgr er 50 m langt og har indre diameter pa 5.0 cm. Nar trykkforskjellen mellom

endene pa raret er 0.020 -10° Pa strgmmer det 6.0 liter vann pr sekund gjennom raret. Hvor
stor er da vannets viskositet nar vi forutsetter at Poiseuilles formel er gyldig?

9.8.2. Blandede oppgaver.

Oppgave 9.1:
Vi gnsker a finne massetettheten til et ukjent
legeme. Vi fester da legemet til ei fjeervekt slik
figuren til venstre viser.
Nar legemet henger i ro i luft, viser fjervekta
F, =11.3N.

T Nar legemet er helt nedsenket i vann med
massetetthet p, =1.00-10° kg/m®, viser fjeervekta
é © F, =8.83N nar legemet henger i ro.

Bestem massetettheten til det ukjente legemet.
Se bort fra oppdriften i luft.

Oppgave 9.2:

To homogene, jamntykke staver A og B med samme tverrsnitt
er satt sammen til en sammenhengende stav slik figuren viser.

Stav A er 0.20 m lang, og er laget av et stoff som har
massetetthet p, = 4.30-10°kg/m®.

Stav B er 1.80 m lang, og er laget av et stoff som har
massetetthet p, =0.75-10°kg/m®.

1.80

1.40

Den sammensatte staven plasseres i en vaeske med ukjent
massetetthet p, . Da vil hele stav A og 1.40 m av stav B vare
nedsenket i vasken.

§ 1 Finn veeskens massetetthet p, .

0.20‘

ﬁ

Hint: Kall stavenes tverrsnittsareal F, og vis at F kan forkortes
bort etter at Newtons 2. lov er satt opp.




Fysikk for ingenigrer.
9. Fluidmekanikk. Side 9-24

Oppgave 9.3:
Et hgyt vannspann har indre diameter pa 14.0 cm. Du lar spannet sta pa et horisontalt

underlag, og fyller rent ferskvann i spannet til det star 10.0 cm over bunnen. Sa slipper du en
rektanguleer trekloss der sidekantene er 72 mm, 72 mm og 60 mm opp i spannet uten at noe
vann renner over kanten. Nar klossen flyter fritt, star vannet 11.6 cm over bunnen. Finn
tettheten til treklossen.

Oppgave 9.4:

Et fat uten lokk har form som en rett sylinder, og
bestar av en bunn med radius R og en sideflate med
hgyde H. Hele fatet er laget av samme materiale

med massetetthet p (gitt i kg/m?).

Vi prover a la fatet flyte pa vannet.

a) Vis at dersom fatet flyter, stikker det en dybde
p R+2H

Py R
ned i vannet, der p,, er vannets massetetthet (gitt i kg/m?).
b) Hva er den minste verdien H kan ha (uttrykt ved R, pog p,, ) for at fatet skal kunne
flyte?

Oppgave 9.5:
Et legeme bestar av ei metallskive som er festet under et

/\ sylinderformet trestykke slik figuren til venstre viser. Bade
metallskiva og trestykket har konstant tverrsnittsareal A.

v Metallskiva har hgyde h,, = 0.010m . Hvor hayt er trestykket

nar legemet sa vidt flyter i vann?

Noen tettheter:

e - Metallet: p,, = 7400kg/m?.
-7 TS Trestykket: p; = 735kg/m®.
Vannet: p, =1000kg/m3.
Oppgave 9.6:

Du har fatt utlevert et metallstykke, og vil gjerne bestemme tettheten av dette metallet. Dine
eneste hjelpemidler er ei lett spiralfjeer med ukjent fjeerkonstant, og et sylindrisk beger med
indre diameter 6.0 cm. For a finne tettheten, utferer du disse to eksperimentene:

1) Du henger metallstykket i fjeera, og ser at fjeera forlenges 3.9 cm nar den henger i ro.
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2) Mens metallstykket henger i fjeera, senker du det ned i begeret som star pa et horisontalt
underlag, og inneholder rent ferskvann. Nar hele metallstykket er dekket med vann, er
fjeera forlenget med 3.2 cm mens vann-nivaet er gkt med 2.0 cm. Metallstykket henger da
fritt i vannet.

Bruk disse opplysningene til & finne metallets tetthet nar vannets tetthet er
P =1.00-10° kg/m®

Oppgave 9.7:

! I
o :} 0.050m
t"_A=0.020m>

a) En beholder har tverrsnittsareal A =0.0200m?. Nar beholderen flyter i ferskvannvann,
stikker den 0.0500m ned i vannet. Finn beholderens masse.
b) Vi heller olje med tetthet p, = 750kg/m?* inn i beholderen. Hvor dypt stikker beholderen

ned i vannet nar oljen star like hgyt inni beholderen som vannflaten utenfor?
I hele oppgaven skal du se bort fra tykkelsen til bunn og vegg i beholderen, og du skal ga ut
fra at beholderens bunn er horisontal.

Oppgave 9.8:

Du skal bruke et sylinderformet fat til a lage en fortayningsbgye.
==~ Fatet har masse m =25kg og tverrsnittsradius R =0.20m . Fatet

Hﬂi—j skal festes til en betongblokk pa sjgbunnen med et tau som er 20 m
langt, har tverrsnittsareal A=5.0-10"m? og er laget av et materiale
som har massetetthet p =1.5-10*kg/m®. G& ut fra at tauet ikke

hviler pa bunnen, og at det ikke er vertikale krefter mellom tauet og
blokka pa bunnen.

Finn ut hvor dypt H bgya vil stikke i vannet.
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Figuren til venstre viser en prinsippskisse for et lite vannkraft-
verk. Ei rgrgate fgrer vannet fra en dam og ned til turbinen.
Innlgpet til rargata (A) ligger 30 m under vannflata i dammen.
Utlgpet fra rergata (B) ligger 120 m under innlgpet. Ga ut fra at
atmosfeeretrykket er like stort ved rgrgatas utlgp som ved
dammens overflate, og at vann-nivaet i dammen ikke endrer seg
vesentlig under tappingen. Se bort fra alle former for friksjon.

a) Hvor stor fart har vannet ved utlgpet av rgrgata (B)?

b) Rergatas diameter er 20.0 cm ved innlgpet (A), og 12.0 cm ved utlgpet (B). Hvor stor fart
har vannet ved innlgpet av rgrgata (A), og hvor stort er trykket der? Anta at atmosfeere-

trykket er p, =1.013-10°Pa.

Oppgavene nedenfor forutsetter at du kan tilstandslikningen for en ideell gass:

— plvl _ p2V2
pV = NRT eller LT,

Oppgave 9.10:

Et U-formet glassrar har konstant tverrsnittsareal A=10cm?. Den ene greina er lukket, den
andre er apen. Vi heller kvikksglv i raret, slik at det stenges av et luftvolum i den lukkede
greina. Trykket over den dpne greina er hele tiden p, =1.01-10°Pa.

Nar temperaturen er 7°C, er volumet i den lukkede greina V, =0.30-10° m®, og kvikksglvet
star da like hgyt i begge greinene.

Vi varmer opp den avstengte lufta inntil kvikksglvet star en hgyde h =4.0cm hgyere i den
apne greina enn i den lukkede.

Hva er temperaturen i lufta na?
Anta at lufta er en ideell gass, og se bort fra termisk utvidelse av glasset og kvikksglvet.

Massetettheten til kvikksglv er p =13.6-10°kg/m®.
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Oppgave 9.11:

] <]

Vi har et jamntykt, U-formet rer med
kvikksglv (Hg) i bunnen slik figuren til
venstre viser. | den ene greina stenger vi av
en 10.0 cm lang luftsayle der trykket er

p, =1.013-10°Pa. | den andre greina

heller vi vann som ikke blander seg med
kvikksglvet. Hvor lang er vannsgylen nar
lengden av luftsgylen er redusert til 9.0 cm?

\ / Anta at luft felger tilstandslikningen for en
AN J ideell gass, og at temperaturen er konstant

hele tiden.

10 cm 9cm

Massetettheten til kvikksglv er 13.6-10° kg/m®, og massetettheten til vann er 1.00-10° kg/m®.
H11l

Oppgave 9.12:

=+ C

Et U-formet glassrgr med konstant tverrsnittsareal er apent i begge ender. Vi heller vann i
reret, slik at vannflaten star en hayde h, under en kran. Sa stenger vi krana, og heller deretter

olje med ukjent massetetthet o, ned i den apne enden. Olja blander seg ikke med vannet. Nar
hgyden av oljesgyla er h,, er hgyden av den avstengte luftsayla h =2h,.
1) Forklar at da stdr vannet en hgyde h, =Zh, over grenseflaten mellom vann og olje (se

figuren ovenfor).
2) Temperaturen holdes konstant, og lufta kan betraktes som en ideell gass. Finn oljas

massetetthet p, uttrykt ved vannets massetetthet p,, , det ytre trykket p,, tyngdens
akselerasjon g, og hgydene h, og h,.

Oppgave 9.13:
En luftboble dannes pa bunnen av et vann, og stiger oppover. Trykket inne i boblen er hele

tiden lik trykket utenfor. Vi antar at lufta inne i boblen kan betraktes som en ideell gass, og at
temperaturen hele tide er konstant. Trykket ved vannflata er p,, og boblens volum idet den

kommer opp til vannflata er V. Vannets tetthet er p og tyngdens akselerasjon er g.
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a) Finn et uttrykk for boblens volum V nar den er en strekning h under vannflata uttrykt ved
h og de starrelsene som er definert ovenfor.

b) Vi antar at nar boblen har en fart v, utsettes den for en motstandskraft med starrelse k -v
og retning mot fartsretningen. Bruk dette til & finne v som funksjon av h og de starrelsene
som er definert i innledningen til oppgaven. Ga ut fra at vi kan neglisjere massen av lufta i
boblen.

Oppgave 9.14:

En kloss med massen m og grunnflate-
arealet A flyter pa en stillestdende
ukjent veeske med massetetthet p .

Klossens bunnflate er en lengde h under

overflaten.
a) Vis at sammenhengen
PYhA=mg
ma gjelde.

b) Vi maler hgyden h til & veere 4.60 cm. Nar den samme klossen flyter pa vann, sa stikker
den h, =5.13cm ned i vannet. Vis at massetettheten o ma vaere 1.12-103%. Bruk at

vann har massetettheten p, =1000-5..

c) Vi fyller en sylinderformet tank med den ukjente vaeska. Tanken er 2.00 m hgy, apen i
toppen og star pa bunnen av et 1.80 m dypt basseng som er fylt med vann. Vi stikker et lite
hull nederst pa siden av tanken. Hvor stor fart har veeska som kommer ut av dette hullet?

9.8.3. Lgsning pa smaoppgaver.

Oppgave 9.1.1:
p =$ & m=p-V=(129kg/m?)-(30m?-2.40m) = 92.9kg .

Oppgave 9.1.2:
Far utfresingen var sylinderens volum

Vs =7R’H = 7R? - 2R = 22R°.
Siden volumet av ei kule er 27R®, blir volumet etter utfresingen
V=V;-1-27R*=37R° - 27R° = 27R°.
Tettheten er den samme hele tiden. Kaller massen av den opprinnelige sylinderen mg og
massen etter utfresingen m. Da er
m _ mg m m

3
2 9
= — = & = & Me==M=-Mm.
PV TV, SIRS . 3R s =5M=sM
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Oppgave 9.2.1:
Nar du er kommet en hgyde h under overflaten, er trykket
p=po+pgh.

Dobling av trykket betyr at
P=2p, < po+pgh=2p, < pgh=p,
P 1.013-10°Pa

=" = =10.3
g (L.00-10°kg/im®)-(9.81m/s?)  ——1

Oppgave 9.2.2:
Siden det er vakuum over kvikksglvsgylen, ma

Do 1.013-10°Pa
= =0.76m .
Prgd  (13.6-10°kg/m®)-(9.81m/s?) ——

pHggh: pp < h=

Oppgave 9.2.3:
Trykket inni blodaren er

p=po+poh.
Da ma trykket i neringsblandingen minst vere like stort som overtrykket p — p,, slik at

P— Po 5980Pa
- —0.58m.
£g  (1050kg/m®)-(9.81mis?)  —=1

pgh=p-p, < h=

Oppgave 9.2.4:

Nar isflaket flyter, er isflakets tyngde lik oppdriften. Isflakets masse er
Mis = Pis 'Vis = Pis * ( A- his)

slik at isflakets tyngde er
Gis =M = Py (AhIS)g

mens oppdriften er lik tyngden av fortrengt vannmengde:
Gvann = Myann9 = Pvann ( A- hvann ) ‘g.

Da blir

Gis:Gvann = pis'(A'his)'g:pvann'(A'hvann)'g

h (0.80-0.09)m
o . vannzll 1 Sk 3, =890k 3

Oy 00-10°kg/m 0.80m 890kg/m
Oppgave 9.3.1:
Volumstrgmmen er

AV  10-10°m? 43
Qv _E‘T“"O'm md/s.

Siden tettheten til vann er p =1.0-10%kg/m?, blir massestrammen
Q,=p-Q,=10-10°kg/m*-4.0-10* m*/s = 0.40kg/s..

Videre er
104 m3
Q=Av & y="v_ 4010 m/32=8.0m/s.
A 7(1-0.008m)

Av kontinuitetslikningen far vi at
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1.0.008m)’
Av,=AvVv < vl:Av:ﬁ(2 )2-8.Om/s:3.6m/s.
A 7z(+-0.012m)

Oppgave 9.3.2:
Bruker farst kontinuitetslikningen, og kaller farten i det nye punktet for v. Da er

_ L WYY
AV, =(2A)V < V_ZAOVO LV, .

Bruker Bernoullis likning for & finne trykket p i det nye punktet:
P + PN +%pV02 =p+pgh +%,DV2 -
Siden raret er horisontalt, er h =h;. Videre er v=2v,. Dablir
2
Po +%pvoz = p"'%p(%\/o) = p+%,0V02

P=1DP "'%IOVO2

Oppgave 9.3.3:
a) Vi bruker Bernoullis likning, der indeks o refererer til vannflaten i reservoaret, mens 1
refererer til apningen i kranen:

Po + £9Yo +%IOV02 = Pt P9, +%pV12
Her er p, = p, (vanlig lufttrykk) og v, = 0. Videre legger vi nullniva for potensiell
energi i kranens apning, slik at y,=h og y, =0. Da far vi:
pah=2pv? < v, =.2gh =/2-9.81m/s?-3.26m =8.00m/s.
b) Volumstremmen er gitt ved
Q=A-v,=(ar?)-v,=7-(£-9.44-10°m)’ -8.00m/s =5.60-10* m°/s.
Nér volumet av beholderen er V =5.00-10°m?, er tiden t for & fylle beholderen gitt ved

Oppgave 9.4.1:
Bruker Poiseuilles formel:

z(p,—p,)R*
0, - (p18 P.)
y7i8
— 4 . . 5 . 4
ﬂ:n(pl p.)R* _ 7-(0.020-10°Pa) (?3.0235m) 10.10°Pa.s
8LQ 8-(50m)-(6.0-10°m%/s) ——=

9.8.4. Svar pa blandede oppgaver.

Oppgave 9.1:
p =456-10°kg/m®.
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Oppgave 9.2:
oy =1.38-10°kg/m®.

Oppgave 9.3:
p =T791kg/m3.

Oppgave 9.4:
R
H>

P

Oppgave 9.5:
h=0.24m

Oppgave 9.6:
p =5.58-10°kg/m®

Oppgave 9.7:
m=1.00kg, h=0.20m

Oppgave 9.8:
h=0.24m

Oppgave 9.9:
Vg =54.2m/s, vg, =19.5m/s, p, =2.05-10°Pa

Oppgave 9.10:
T=40°C

Oppgave 9.11:
Ny =1.43M

Oppgave 9.12:

1 pO 2 hO
=4 = —_
Px =13 gh, 5 Pv h,
Oppgave 9.13:
__ PV y=P9. PV
p, + ogh k  p,+pgh

Oppgave 9.14:
py =112.10°% v, =2.780

1
m3

Side 9-31
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