Fysikk for ingenigrer.
5. Bevegelsesmengde og massesenter. Side5-1

Beregning av massesenter.

1. Definisjoner.

Figuren til venstre viser et lite utsnitt av en "sky” av sma
partikler, der m; er massen til en partikkel som har posisjons-
vektor r; i forhold til et fastlagt origo. Selv om figuren er to-
dimensjonal, vil partikkelskyen generelt vare tredimensjonal,
slik at posisjonsvektoren kan skrives

r=xi+y,j+zKk

der i, ] 0g k er enhetsvektorer langs henholdsvis x- y- og z-
aksen. | grunnteksten har vi definert na posisjonsvektoren R,
til partikkelskyens massesenter (CM) slik:

Massesenterets posisjon Rcy i forhold til origo er

1
R :—E mr.
CM m (]
der den samlede massen til alle partiklene er

m=>m.

Vi summerer over alle partiklene.

| praksis far vi mest a gjgre med sammenhengende, utstrakte legemer. Vi tenker oss at slike
legemer er limt” sammen av bitte sma biter, som hver har masse dm. Istedenfor & summere,
ma vi na integrere:

1
Rey =—| rdm
CM mJ.
der legemets samlede masse er
m= j dm

og integrasjonene tas over hele legemet. Men integrasjon over hele legemet” medfarer at vi
ma integrere i rommet. Jeg forventer ikke at dere kan dette. Vi skal derfor begrense oss til a se
pa spesielle typer legemer, som vi kan handtere med vanlig integrasjonsteknikk, d.v.s. med
skivemetoden og sylinderskallmetoden.

Vi skal begrense oss til romlegemer som har konstant tetthet p. Dersom hele legemet har
masse m og volum V, og en liten bit av legemet har masse dm og volum dV, sa er tettheten

_m_dm dm="4v
vV dv \Y
Dette gir
1 1 yul 1
RCM :HJ. rdm :FJ. r[vde :vJ. rdV .
Vi dekomponerer nd bdde r og R.,, ved hjelp av enhetsvektorene i, j og k , og far

r=xi+yj+zk
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0g
Ry, = Xoi+ Youd+ ZoK -
Da blir
1
RCM = ;I rdV
X + Yo j+ Zon K ——I (xi+yj‘+zl"()dV

1 2 (1 -~ (1 ~
=[;I de]1+[;I deJ]+[;I zd”VJk
som gir komponentlikningene
1 1 1
Xm=;ijV, YCM=;I ydv Z(M:;I zdV .

Vi summerer opp:

Dersom et legeme har konstant tetthet p, er massesenterets posisjonsvektor
R, = Xopi+ Yo i+ Zo kK
gitt ved
1 1 1
X(M:Fjw, Y(M:;I ydv, ZCM=?I zdV,
der V er legemets volum, og alle integrasjonene tas over hele legemet.

2. Massesenter for rotasjons-symmetriske legemer.
Vi kan fa et rotasjons-symmetrisk legeme ved a la grafen til funksjonen

y=f(x), asx<b,
rotere om x-aksen. Det er umiddelbart klart at dersom tettheten til legemet er konstant ma
massesenteret ligge pa x-aksen slik at Y., = Z,, = 0. Vi trenger bare a finne Xcm, 0g bruker
skivemetoden.

Alle de sma volumelementene som utgjer ei tynn
skive med tykkelse dx vinkelrett pa x-aksen har
samme x-koordinat. Skiva har da volum

dV =ny'dx.
Siden legemets volum er

Ve[ v =[ e

blir
x=h 2 x=h 2
1 x=b 1 x=b ) T _ X ydx _ x yCix
X. ., =— = Ty dx = x_::b == ::b
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Vi kan ogsa fa et rotasjons-symmetrisk legeme ved a rotere grafen til x = f‘l(y) om y-aksen.
Da ma massesenteret ligge pa y-aksen slik at X,, = Z,, = 0. P4 samme méate som ovenfor
blir

ﬁjy:d y- dey i va:cd y- dey

1 py=d 1 py=d -
Yom =— -dV =— Xy = — .
My Iy=c y vV Iy=c y-mxdy ”Iyy;d X2dy J'yy:cd x2dy

Eksempel 1: Finn massesenteret til en rett kjegle med hgyde H og grunnflateradius R.

Lasning: Vi plasserer kjeglen med topp-punkt i origo og x-
Ay aksen som symmetriakse. Vi kan da tenke oss at
kjeglen framkommer ved at den rette linja

_ R
Y=1X

t
T ————- 1+ > roterer om x-aksen. Da vil massesenteret ligge pa
T - . -
W x-aksen, og posisjonen er gitt ved

H H
A Xy “dx B IO x(&x)’ dx B (%)ZL x°dx %[x“]: _3H*

MU Tvec [Taec (ke X)) 4R 4

w

Eksempel 2: Finn massesenteret til det rotasjonslegemet som framkommer nar grafen til
y="f(x)=x*
og den rette linja y =4 roterer om y-aksen.

Lasning: Massesenteret ma ligge pa y-aksen. Siden y = x?, blir innsettingen i formelen for
Yo lett:

_ Iyy::yxzdy _ j:y- ydy _ [y'] y(#-0) 8
CM J‘y:4X2dy J'04ydy [%yz:'; %(42_02) i

y=0

Oppgave 1.

3. Massesenter for plane legemer.

3.1. De grunnleggende formlene.

Vi skal na se pa plane legemer. Det er mest praktisk a legge plane legemer i xy-planet, slik at
det ikke blir noen z-komponent. Massesenteret er da gitt ved
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Ay RCM:%I rdm:%j (xf+ y])dm

X 1 ~ 1 ~ ~ ~
=| —| xdm [|i+| = dm [j= X, i+Y,
///- ________ 3 dm (mj j [mj y jJ onl +You ]

r | y R Her er
X 1 1
km Xow =g xam, Yoy = [y

Integralene i uttrykkene for X, 0g Y, har fatt egne navn:

.[ x-dm kalles statisk moment om y-aksen.

j y -dm kalles statisk moment om x-aksen.

Vi far enklere uttrykk dersom vi antar at tettheten er konstant over hele flata. Tettheten ma na
uttrykkes i kg/m?. Dersom flata har masse m og areal A, mens et lite flate-element har masse
dm og areal dA, blir tettheten

A dA A
Dermed blir

der arealet av flata er
A= dA.
Dette er de grunnleggende formlene som vi skal benytte i praksis.

Ogsa her har integralene fatt egne navn:

M, = j xdA kalles flatemomentet om y-aksen,

M, :j ydA kalles flatemomentet om x-aksen.

Med disse definisjonene kan koordinatene til massesenteret skrives:
M M
XCM = _y’ YCM =—=.

A A

Vi summerer opp:

Massesenteret for ei flate som ligger i xy-planet er
1 @ @
Roy=—| rdm=X_,i+Y,
CM mj CM CMJ

der




Fysikk for ingenigrer.
5. Bevegelsesmengde og massesenter. Side5-5

Nar vi skal integrere over ei flate, far vi vanligvis dobbeltintegral som vi ikke skal ta opp her.
Vi skal derfor begrense oss til to situasjoner som vi kan handtere:

1. Flata deles opp i striper parallelt med y-aksen.
2. Flata deles opp i striper parallelt med x-aksen.
Vi skal se pa de to situasjonene etter tur.

3.2. Striper parallelt med y-aksen.
Vi antar at flata er avgrenset av grafene til funksjonene

AY Y = F2X) Y = f,(x) 0g y, = f,(x),

7 N samt av de to rette linjene

‘ X=ao0g x=Dhb.
P Y2 - Y1 Se figuren til venstre.
Vi legger striper med bredde dx parallelt med y-aksen.
N / Hvis y, >y, ndr a< x <b, far hver stripe et areal
dX yl—f]_(X)\ dA:(yz_yl)dX
a b X  slikat
x=b

A=\ (y,-y)dx.

X=a

Alle flate-elementene innenfor ei stripe har nd samme x-verdi. Da blir massesenterets x-verdi

1 ex=b 1 ex=b
Xem ZKJ’x=a XdA:K - x(y, -y, )dx.

Det er ikke fullt sd enkelt & finne Ycy, fordi elementene innenfor ei stripe har ulike y-verdier.
Vi kan derfor ikke bruke formelen for Ycum direkte. Dette problemet lgser vi ved a erstatte y i
formelen for Y. med avstanden til midtpunktet pa stripa, som har y-koordinat

+
Yy = y22 y1_
Da blir
1 ¢ x=b 1 x=by, +Y 1 px=b, , )
Yo=f e dA= [ By, — )= (v - vyt
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3.3. Striper parallelt med x-aksen.

v A Xy = g@ Q = galy) Vi skal na anta at flata er avgrenset av grafer?e_til
4 X =0,(y) 0g x, =g,(y) samt de to rette linjene
y=c ogy=d . Da legger vi stripene parallelt med
dy| 5 x-aksen. Se figuren til venstre.
'
X2- X1

Vi finner massesenteret med samme resonnement
c som nar stripene ligger loddrett. Dersom x, > X,
nar c<y<d, blir

> X y=d
A:Iy=c (X, —%)dy
og
1 ¢ y=d
Yo _K yyfc y (Xz—Xl)dy,
1 x=d
cMm :ﬂ X:C( 22_X12)dy

Eksempel 3: Bestem massesenteret til flata som avgrenses av grafen til y = x*, linja x =2 og
x-aksen pa to mater:

a) ved a legge stripene parallelt med y-aksen.

b) ved a legge stripene parallelt med x-aksen.

Lasning: Situasjonene er illustrert nedenfor til venstre.

YA a) En loddrett stripe i avstand x fra y-aksen har areal
L dA =y -dx = x%dx
slik at arealet blir
3T 22 1,37 1(23_0%) =2
A:IO X dx:[gx ]0 =527 -0")=5.

21+ Da blir massesenterets x-koordinat

1 px=2 12
Kow =[x ) 0x=2 x5 -0)

&

3 =i =4(2'-0)=

Massesenterets y-koordinat blir

Yeu =i :_‘Oz(yz—oz)dx:zig ‘(Y dx=2-[4¢] =2 42 -0)=

Il oo

b) Nar vi skal bruke striper parallelle med x-aksen, ma vi farst finne x uttrykt ved y:

y=x> o x=.y.
Vi kan selvsagt bruke det arealet som vi fant ovenfor. Men vi kan ogsa beregne arealet

ogsa med utgangspunkt i vannrette striper. Av figuren ser vi at arealet av en slik vannrett
stripe i avstand y fra x-aksen blir
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dA=(2—x)dy=(2—\/§)dy

slik at arealet blir

A=['(2-y)dy=[ (2-y*)dy=| 2y -2y

ol
| I—
S
Il
N
N
|
(1[N
—_
N
N[
~
w
|
o
Il
|w|o

Da blir

Oppgave 2.

4. Massesenter for krumme linjer.

En krum linje er gitt ved y = f (x) eller ved x = f (). Anta at tettheten p (som er gitt i

kg/m) er konstant slik at

p—m dm S dmzmds
L ds L

der m er massen til linja, L er lengden til linja, mens dm og ds er henholdsvis masse og lengde
til et lite element pa linja. Koordinatene til massesenteret er da gitt ved

=%j xdm=%f x(%ds}=%j xds
0g

CM:-j ydm—ﬂ{_[ [ dsj— _[yds

der vi integrerer langs hele linja.

Vi kan finne lengden L av et krumt linjestykke pa flere mater, f.eks. slik:

Dersom y = f (x), er ds:1/1+(%)2dx.
Dersom x = f*(y), er ds:,/1+(d—;)2dy.

Ett av disse uttrykkene setter vi inn i integralene for massesenteret.

Eksempel 4: Beregn koordinatene til massesenteret til grafen til y =x*, 0<x<2.
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Lasning: y=x> = Z_2
4Ay slik at

ds =,/1+ (%)de = 1+ (2x)"dx = V1+4x%dx.
3T Da blir

T L=[""ds=[ Vi+4xidx="1In(VI7 +4)+ V17 ~ 4.6468.

2T . -

Xew =1 X:_:xds = %Jj XV1+4x*dx = %ﬁ(l?ﬁ —1) ~1.239.
! “ You =3 ::02 yds = %_[02 X*N1+ 4x° dx
00 : :1 : :2>X :%-(%\/ﬁ—e—{lln(«/ﬁ+4))zl.823

Pa grafen er massesenteret tegnet inn med en liten ring.

Merk at massesenteret ikke ligger pa selve linja. Du kan visualisere massesenteret slik: Tenk
deg at linja spenner ut en masselgs membran. Denne membranen kan na balansere pa en spiss
som plasseres i massesenteret.

Oppgave 3.

5. Oppdeling i del-legemer.

| grunnteksten har jeg vist hvordan vi kan dele opp et sammensatt legeme i kjente del-

legemer, og deretter finne massesenteret til det sammensatte legemet ved a oppfatte hver del
som om det var en partikkel. Vi kan fgre et tilsvarende resonnement dersom vi fjerner en bit
fra et legeme. Anta at m er massen og R,, er massesenteret til et legeme som framkommer

nar vi fjerner et stykke med masse m, og massesenter r, fra et legeme med masse m; og
massesenter ry. Da far vi at

1
Rew = H(mlrl -m,r,).

| neste eksempel skal vi illustrere bruken av denne formelen.
Eksempel 5:

A
) Ei skive bestar av et rektangel med sidekanter 8 og 4,
der et kvadratisk hjgrne med sidekant 2 er fjernet. Se

Iz N . )
_______ 1____________&§ figuren til venstre.
R

Finn massesenteret til skiva.

1]

Lgsning: Jeg skal lgse oppgaven pa to mater.

Farst deler jeg skiva inn i to deler slik den stiplede linja pa figuren viser. Hele skiva har areal
A=8-4-2°=28.

Dersom hele skiva har masse m, blir tettheten (som oppgis i kg/m?)
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_m_m
P A28
Nedre del far massen
m 4
m=p-(8-2)=—-16=—m
=P ( ) 28 7"
og evre del far massen
m 3
m,=p-(6-2)=—:12=—m.
(8 2) g2
Hver av delene har massesenter midt i. Av figuren ser vi at
r=4i+1j
0g
r,=3i+3j.

Da blir massesenteret gitt ved
Rew :i(mlrl+m2r2):i im 41 +1j +§m 3i+3]
m m\ 7 7

1 A 2 A 3 25" 13"
=—|161+4J+91+9])=—1+—
7( . J) 7 YJ

Sa skal jeg lgse problemet ved a ta utgangspunkt i rektangelet, og fjerne bidraget fra det lille
kvadratet. Hvis vi kaller rektangelets masse og massesenter for mg 0g rg, 0g kvadratets masse
0g massesenter for mg 0g r, kan vi sette opp (se figuren, og kontroller massesentrene til
rektangelet og til kvadratet):

1 1/ m 2 2 m 2 A

Rey =—(mgry —mr )=—| —-(8-4)-(41+2])——-(2-2)-{71+3
CM m( R'R KK) m[28 ( )( J) 28 ( )( J)j
8 o a 1 a A 25" S
=7(4| +2])—7(7| +3])=7| +7j

Og dette er samme resultat som far.

Oppgave 4.

6. Oppgaver med lgsninger
6.1. Oppgaver.
Oppgave 1
a) Vi har gitt funksjonen
y= f(x)=x%, 0<x<4.
Beregn massesenteret til det omdreiningslegemet som framkommer nar:

1) Flata som avgrenses av grafen til f og den rette linja x = 4 roterer en gang om x-aksen.
2) Flata som avgrenses av grafen til f og den rette linja y =8 roterer en gang om y-aksen.

b) Ei flate avgrenses av x-aksen og grafen til funksjonen
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JX  ndr 0<x<4
y="f(x)= ) .
4-5x nar 4<x<8

Beregn massesenteret til det omdreiningslegemet som framkommer nar denne flata roterer

en gang om x-aksen.

Oppgave 2
a) Grafen til funksjonen

y=f(x)=+JR*-x*, -R<x<R

blir en halvsirkel med radius R. Finn massesenteret til den flata som avgrenses av
halvsirkelen og x-aksen.

c) Ei flate avgrenses av y-aksen, den rette linja y =4 og grafen til funksjonen
y="f(x)=¢e".
Finn massesenteret til denne flata.

Oppgave 3
Grafen til funksjonen

y="f(x)=+/R*—x*, -R<x<R

blir en halvsirkel med radius R. Finn massesenteret til denne grafen.

Ei jamntykk, homogen skive har radius R. Vi Klipper ut et sirkel-
formet hull med radius r = 2R slik at sentrum i hullet ligger en

avstand +R fra skivas sentrum. Se figuren til venstre.
Hvor er massesenteret til skiva etter at hullet ble klipt ut?

6.2. Lgsninger.

Oppgave 1
a) A y Grafentil y=f(x)= X er tegnet til venstre. Ved rotasjon om x-
aksen blir &penbart Y,, =0, mens

. - L:O X - rydx _ '[04x-(x3)2 dx i Io4x4dx
3

J-X:47Ty2dx r(xg)2 dx

x=0

[(0°], 4#-0) 14 16
5

x=4

4
x°dx

o
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Ved rotasjon om y-aksen ma vi integrere i y-retningen. Litt forarbeid ma til:
y= Xt o X= y%.
3 1 3
Videreserviat x=0 < y=0,o0gat x=4 < y=4:= (42) =2°=8.
Det er apenbart at X.,, =0, mens

S e D ]

y= 0

Grafen til funksjonen
Jx  ndr 0<x<4
y=f(x)=y "
4 — =X nar 4<x<8
er illustrert til venstre.

Det er apenbart at ved rotasjon om x-aksen blir Y, =0. Videre blir

Ix_sx y*dx Lx_: <\/_) dx+.[ lx)zdx

X . = -
CM XX:087Z-y dX .[X 4\/* dX+J' (4 %X)Z
:I4x2dx+I8 (16x—4x* +1x°)dx [%x3]4+[8x —§x3+§x4]j
j x+j (16— 4x+1x*)dx [%xz}o [16x - 2x2+§x3f1
CA(#-0)+(8-8 3-8 +4-8)-(8-4 4.4+ 44" _48_18
H(42-0)+(16-8-2-87+ 4 -8)-(16-4-2-47+L-4°) 2 5
Oppgave 2

a)

Til venstre ser du halvsirkelen tegnet med R =1.
Massesenteret er ogsa tegnet inn som en liten
sirkel. Det er apenbart at X,, =0. For & finne

Y. legger jeg stripene vertikalt pa vanlig mate,
0g benytter at arealet av en halvsirkel er

} t Hi— 2
05 10 X A= ;zR Da blir




b)
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_ 1 x=+R1 2 9 _ 1 1 R 2 22
You =21, o Hy*-0 )dx_;nRZ ~7J‘7R JR?—x? -0 |dx

1 R0 1 2, 1.3R
=—= I_R(R —X )dX— 7Z'R2[R X—1x :I_R
1 3 1p3 2 1 )\ 1 4_; 4R
= (R° 3R~ (R* - (R)~3(-R))) =7 5RO =5
LY Grafen til funksjonen y = f (x)=¢* er illustrert til venstre
4 sammen med linja y = 4. Grafene skjearer hverandre nar
31 - =4 < x=In4.
ol Beregner farst arealet:

_ ™ X _ x4 a4 0
A A_jo (4—e )dx_[4x e]o =4In4-e O+e

=4In4-4+1=4In4-3
0% 12X Her er det enklest & beregne X_,, ved & legge stripene vertikalt pa

vanlig mate. Da blir
1 (s X _ 1 2 < in4
X eu _on x(4-e )dx_4|n4_3[2x —(x=1)e* |,
I ((2(m4)* - (In4-2)e"*)~ (0~ (0-2)e"))
4In4-3
1 2(In4)* —4In4+3

(2(In4)2—4ln4+4—1): ~0.51

T 4In4-3 4In4—3 =

Under veis har jeg benyttet at

u v u' v
j xe*dx = xex—j 1-e*dx=xe*-e*+C=(x-1)e* +C.

For & finne Y,,,, er det kanskje lettest & legge stripene horisontalt. Da far vi at
y=e" < x=lIny,

slik at
1oy . 1 4 = 1 2 27!
Yeu —ﬂyzl y(x-0)dy = 4|n4_3L ylnydy = 4|n4—3[%y ny=iy')
S eweror et
n J—
15
:4|n4_3(8'”4‘4‘0+%):%z£

Under veis har jeg benyttet at

J' y-Inydy =2y*In y—j %yz-ﬁdy=%yzlny—%j ydy=2y*Iny—1y?+C.
Pa figuren er massesenteret tegnet inn som en liten ring.
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Oppgave 3

Til venstre ser du halvsirkelen tegnet med R =1.
Massesenteret er ogsa tegnet inn som en liten sirkel.
Det er apenbart at X,, =0. For a finne Y,,,, benytter

jegatndr y=+vR?—x* =u =u? der u=R*-x’
blir

_1 —X —X

10 05 00 05 10X y'=tu?(-2x)=—== :

\/U R? — x?
slik at

X ’ NG
ds=+1+(y')Vdx= 14| —= | dx=,/1+ ——dx
¥) [JR*J R
(R2 X )+x

= T N
Videre benytter jeg at Iengden av halvswkel-grafen blir L = l-z;;R =zR . Da blir

YCM:H:_ yds—— “VRT-x = :-j dx==(R—(-R ))zziR.

Oppgave 4
Plasserer skiva i et koordinatsystem slik figuren viser. Det er
dpenbart at massesenteret ma ligge pa x-aksen slik at Y, =0.

Lar skiva ha tetthet p . Da har den store skiva masse
M = p-7R?

og massesenter i (0,0).

Den bortklipte skiva har masse

m:p-ﬂ'r2 :p-ﬂ'(%R)z I%pﬂ'Rz
og massesenter i (r,0)=(%R,0).
0-1pzR*-1R —1pzR®

- M-0—m-1R)=—_4 2" _ 8 — 1
MM ( 2) prR-1prR? 2 pzR? °

Py
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