Fysikk for ingenigrer.
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5. Bevegelsesmengde.

Hittil har vi forutsatt at vare legemer kan oppfattes som partikler. Stort sett har vi behandlet
disse partiklene som isolerte legemer som pavirkes av krefter. Na er det pa tide a se naermere
pa disse forutsetningene.

5.1. Bevegelsesmengde og impuls.
Vi starter med to viktige definisjoner, og setter opp impulsloven.

5.2. Kollisjoner mellom to legemer.
Na skal vi utlede en viktig bevaringslov, og se hva den kan brukes til.
5.2.1. Bevaring av bevegelsesmengde.
5.2.2. Fullstendig elastiske stgt. Vi kombinerer bevaring av bevegelsesmengde med
bevaring av kinetisk energi.
5.2.3. Bruk av bevaringslovene. Nar bruker vi bevaring av energi, og na bruker vi
bevaring av bevegelsesmengde?

5.3. Massesenter.
Vi introduserer et viktig begrep.
5.3.1. Definisjon.
5.3.2. Egenskaper ved massesenteret. Vi begrunner hvorfor dette er et sa viktig begrep,
og viser at bevegelsesmengden er bevart selv om mer enn bare to partikler inngar i
kollisjonen eller eksplosjonen. Vi rettferdiggjer ogsa at vi tidligere har betraktet store
legemer som om de var partikler.
5.3.3. Energiberegninger. Enda flere grunner til & benytte massesenter.

*5.4.Tilleqq.
Her utledes et par setninger som vi bare har gjengitt uten bevis i teksten foran.

5.4.1. Fullstendig elastisk, rettlinjet stat.
5.4.2. Massesenteret til et sammensatt legeme.
5.4.3. Kinetisk enerqi til et sammensatt legeme.

5.5. Sammendrag.

5.6. Oppgaver med lgsninger.
5.6.1. Sméaoppgaver i teksten.
5.6.2. Blandede oppgaver.
5.6.3. Lgsninger pa smaoppgaver.
5.6.4. Svar pa blandede oppgaver.
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5.1. Bevegelsesmengde og impuls.

Hittil har vi konsentrert oss om atferden til ett legeme. Vi har betraktet slike legemer som
partikler. Na er det pa tide a ta hensyn til at legemer har en utstrekning. Vi skal ga ut fra at
virkelige legemer er bygd opp av partikler som henger sammen. Men farst ma vi innfare et
par nye begreper, og vise hva disse kan brukes til.

Det farste nye begrepet er bevegelsesmengde, som defineres slik:

Et legeme som har masse m og hastighet v har en bevegelsesmengde
p=mv.

Legg merke til at bevegelsesmengde er en vektor.

Av definisjonen ser du at et legeme med liten masse og stor fart kan ha samme bevegelses-
mengde som et legeme med stor masse og liten fart. Erfaringer fra dagliglivet gar ut pa at det
kan vere like vanskelig a kaste en lett ball med stor fart som a kaste en tung stein med liten
fart. Det er derfor naturlig & anta at det er sammenheng mellom endring i bevegelsesmengde
og den kraften som gir en slik endring. Det var bl.a. slike observasjoner som i sin tid fikk
Newton til a utforme den loven som vi i dag kaller Newtons 2. lov.

Dersom vi deriverer definisjonen p = mv med hensyn pa tiden t, og benytter at massen m er
konstant, far vi

d_p =m d_v =m-a=F

dt dt

der vi bruker Newtons 2. lov i den siste overgangen.

Da Newton i sin tid introduserte sin 2. lov, benyttet han en formulering som med dagens
symboler faktisk er
F=d0
dt
Denne formuleringen viser seg a gjelde ogsa innenfor relativitetsteorien, mens F=m-a ikke
gjar det. Det er derfor grunn til a si at Newtons 2. lov egentlig burde veert
F=dp
dt

Det neste begrepet vi skal definere, er kraftstgt eller impuls. En forelgpig definisjon er slik:

Dersom en konstant kraft F virker i en tid t, er impulsen
J=F-t

Merk at impuls er en vektor.

Dersom kraften ikke er konstant, kan vi "berge" definisjonen med a la F vere en gjennom-
snittskraft. Vi kan ogsa lage en mer generell definisjon ved a dele opp tiden t i mange tids-
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intervaller som er sa sma at vi kan anta at kraften er konstant innenfor et intervall. Da kan vi
finne samlet impuls ved & summere bidragene fra alle intervallene. Som vanlig erstatter vi en
slik summasjon med en integrasjon, og far:

Nar en kraft F(t) virker fra et tidspunkt t, til et senere tidspunkt t,, gir kraften opphav til en
impuls J = j:z F(t)dt.

Na skal vi sette opp en enkel sammenheng mellom kraftstat og impuls. Vi tar utgangspunkt i

definisjonen av impuls, og setter inn at F =(:j—?. Da far vi

b t dp t, ,
J :J.tl F(t)dt:j[l Edt:J‘tl dp:[p]:1 :p2 —pl:rnv2 _mvll

Sammenhengen ovenfor kalles gjerne impulsloven:

Den samlede impuls som virker pa et legeme i et tidsintervall, er lik endringen i bevegelses-
mengde i det samme tidsintervallet.

Eksempel 5.1.1: En person med masse m =80kg sitter i en bil som kjgrer med fart
v, =20m/s. Bilen kolliderer og stopper.
a) Beregn endringen i personens bevegelsesmengde.

b) Hvor stor gjennomsnittskraft utsettes personen for nar vi antar at det tar 0.4 sekunder a
endre farten fra 20 m/s til full stans?

Lgsning: Her er det dpenbart rettlinjet bevegelse. Vi legger en akse med positiv retning i den
opprinnelige fartsretningen, og far:
a) Endringen i bevegelsesmengde er

p, — p, =mv, —mv, =80kg-0m/s—80kg-20m/s =-1600kg - m/s.

Minustegnet kommer av at bevegelsesmengden har retning mot den opprinnelige farts-
retningen.
b) Benytter at impuls er gjennomsnittskraft ganger lengden av tidsintervallet. Da gir impuls-
loven:
p,—p, —1600kg-m/s
At 0.4s

Minustegnet viser at kraften virker mot fartsretningen. Til sammenlikning kan det nevnes
at en person med masse 80 kg har en tyngde pa noe under 800 N. Den gjennomsnittlige
kollisjonskraften er mer enn 5 ganger sa stor som tyngden, eller mer enn 5G. Da er det
ikke rart at personen far store skader under en slik kollisjon.

=—-4000N .

‘]=p2_p1 = E~At=p2—p1 s E:

Oppgaver: 5.1.1.
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5.2. Kollisjoner mellom to legemer.

5.2.1. Bevaring av bevegelsesmengde.
Vi skal nd utlede en viktig bevaringslov. | farste omgang skal vi utlede den for to legemer
som kolliderer. Men om ikke lenge skal vi vise at loven er atskillig mer generell.

Nar to legemer (som vi skal kalle A og B) kolliderer, vil det
A B virke krefter mellom dem under kollisjonen. La oss kalle

den kraften som virker fra B mot A for K, ,, . Denne kraften
gir et kraftstgt

¥, =| Byt piA

Dersom ingen andre krefter virker pa legeme A under kollisjonen, eller dersom vektor-
summen av andre krefter er lik null, vil dette kraftstatet gi legeme A en endring i bevegelses-

mengde Ap, =J,.

P4 tilsvarende mate virker det en kraft F,_, fra A til B, som gir et kraftstat
I :I K, pdl
pa B. Dette kraftstatet gir B en endring i bevegelsesmengde Ap, =J,,.

Men ifglge Newtons 3. lover K, ,, =-F, .. Daer ogsa
J,=-J, © J,+J,=0 & Ap, +Ap,=0.

Men hva er det egentlig som star her? Ap, 0g Ap, er jo endringene i bevegelsesmengde til
henholdsvis A og B. Da er Ap, +Ap, den samlede endringen i bevegelsesmengde for de to

legemene. Likningen sier altsa at endringen av legemenes samlede bevegelsesmengde er lik
null. Eller annerledes formulert:

Nar to legemer kolliderer, er legemenes samlede bevegelsesmengde bevart dersom vi kan se
bort fra kraftstat fra ytre krefter.

Denne formuleringen trenger et par kommentarer:
e Med ytre krefter menes alle krefter unntatt kreftene ¥, , og K, ,,

e Vi kan se bort fra kraftstetet til ytre krefter dersom vektorsummen av dem er lik null,
eller dersom de virker over sa kort tidsrom at kraftstgtet fra dem kan neglisjeres.

Eksempel 5.2.1: To sma vogner glir mot hverandre pa en horisontal, friksjonslgs
luftputeskinne. Den ene vogna har masse m, =0.20kg og fart #, = 2.0m/s . Den andre vogna

har masse m, =0.50kg og fart #, =1.50m/s i motsatt retning av den farste vogna. De to
vognene kolliderer, og hekter seg sammen.

a) Hvor stor fart far vognene etter kollisjonen?

b) Undersgk om den samlede kinetiske energien er bevart.
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Lasning: Lager figuren til venstre, der jeg velger positiv
! ! retning slik at vogn A har fart i positiv retning fer
—> sammenstgtet. Siden det ikke er friksjon, og
A B vognenes tyngde oppveies av en motsatt like stor

kraft fra skinnen, er vognenes samlede bevegelses-
mengde bevart under statet.

v

a) Etter ssmmenstgtet opptrer de to vognene som ett legeme med masse m, + mg. Kaller
vognenes felles hastighet for v. Da er:
MAUA + Mgl = (M, +mg ) V.
Siden all bevegelse foregar langs ei rett linje, kan vi bruke fortegn til a ta vare pa
retningene og slayfer vektor-symbolene. Da er u, = 2.0m/s mens ug = —1.5m/s. Vi far:
MAU, + Mgl = (M, +mg )V
y = Malla + Mallp _ 0.20kg - 2.0m/s +0.50kg - (~1.50m/s)
m, +mg (0.20+0.50)kg
Minustegnet angir at de sammenhektede vognene beveger seg i negativ retning.

=-0.5m/s

b) Far kollisjonen var vognenes samlede kinetiske energi
Wiy = %mAqu +%mBuBZ
=1-(0.20kg)-(2.0m/s)’ +1-(0.50kg)-(~1.50m/s)" = 0.9625J
Etter kollisjonen var vognene hektet samme til ett legeme:
W, = 2(m, +mg)v? = 1(0.20kg + 0.50kg) - (~0.50m/s)’ = 0.0875].

etter

Vi ser at den samlede kinetiske energien er kraftig redusert.

Eksemplet over viser at den kinetiske energien ikke er bevart ved dette statet. Mye av den
kinetiske energien gar over til varme idet de to vognene stater sammen. Dette er en helt vanlig
situasjon ved slike stgt. Vi merker oss altsa at:

Nar to legemer stgter sammen, er bevegelsesmengden bevart.
Den kinetiske energien er som regel ikke bevart.

Vi ma ta et eksempel til, der vi ser pa et stgt i to dimensjoner. Da ma vi benytte vektor-
regning.

Eksempel 5.2.2: Bil A har masse m, =1100kg, og kjarer gstover. Bil B har masse
mg =1400kg, og kjgrer nordover. De kolliderer i et veikryss pa isglatt underlag. Umiddelbart
for kollisjonen har A fart med starrelse u, =12m/s, mens B har fart med starrelse

ug =15m/s. Bilene utgjer et sammenfiltret vrak etter kollisjonen.

a) Finn hastigheten (starrelse og retning) til vraket like etter kollisjonen.
b) Undersgk om den kinetiske energien er bevart.
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Lasning
y a) Legger et koordinatsystem med x-akse gstover og y-akse
- v nordover. Kaller vrakets hastighet etter kollisjonen for
u, 0 v. Vi antar at veibanen er sa glatt at vi kan se bort fra
(A 2> L . :
X friksjonskrefter under kollisjonen. Bevaring av

TUB bevegelsesmengde gir
|

MAU, +MgUg = (M, +mg )V

& V=

_— (MaU, +MgUg)

Pa komponentform blir dette:

12 0
V= L 1100kg - m/s+1400kg - m/s
(1100+1400)kg 0 15

1 13200 0 5.28
- + m/s = m/s
2500 0 21000 8.40

Starrelsen av v blir
v=\/(5.28mis)’ +(8.40m/s)’ =9.92mis.

Vinkelen @ med x-aksen er

Vv
tanezl:@ & 0=58.

v, 5.28 =

X

b) Bilenes samlede kinetiske energi far kollisjonen var
W, =1m,u,? +imyu,® =1.1100kg-(12m/s)’ +1-1400kg - (15m/s)’ = 2367001 .

for

Bilenes samlede kinetiske energi etter kollisjonen er
W, =2(m, +my)v? =1-(1100+1400)kg-(9.92m/s)* =123000J.

Det er altsa "forsvunnet” 236700J —123000J =113700J . Denne energien er gatt med til
a forvandle to fine biler til ett sammenfiltret vrak.

Oppgaver: 5.2.1, 5.2.2.

Selv om vi kjenner massene til de to legemene og deres hastigheter far kollisjonen, er vi
normalt ikke i stand til & finne deres hastigheter etter kollisjonen. Det skyldes at bevaring av
bevegelsesmengde kun gir oss en likning, mens vi vanligvis har to ukjente hastigheter etter
kollisjonen. Vi trenger da tilleggsopplysninger. Eksemplene ovenfor viste et vanlig
spesialtilfelle, der begge legemene har samme hastighet etter statet. Slike stgt kalles
fullstendig uelastiske.

Et annet spesialtilfelle er fullstendig elastiske stat, der ogsa den kinetiske energien er bevart.
Vi skal snart se naermere pa dette spesialtilfellet. Men farst skal vi ta et eksempel til, der vi
har tilleggsopplysninger som hjelper oss til & lgse problemet.



Fysikk for ingenigrer.
5. Bevegelsesmengde og massesenter. Side5-7

Eksempel 5.2.3: En puck B ligger i ro pa en isflate. En annen
puck A glir mot B med fart u =3.0m/s. Begge
puckene har samme masse m. Etter at A har
truffet B, far A farten v, og B far farten v, .
Sporene i isen viser at puckene glir i de
retningene som figuren til venstre angir. Finn
hvor stor fart hver puck fikk etter stotet.

Lgsning: | dette tilfellet kan vi ga ut fra at vektorsummen av de ytre kreftene er lik null, slik at
puckenes samlede bevegelsesmengde er bevart. Pa vektorform gir dette:

myu+mg-0=m,v, +mgVvg.
Siden m, =m, =m, kan dette forenkles til
U=V, +V;.
Vi definerer positive retninger som vist pa

figuren til venstre. VVektorene dekomponeres, og
fortegnene tilpasses slik figuren viser. Vi far

Ul |Vv,cos30° N Vp C0S45°
0 Vv, Sin30° —Vg Sin45°

Dette gir de to likninger som vi kan finne v, og v, av:

U=v,c0830° +V;C0845" < u=13v, +12v,
0=v,sin30° —v,sind5” < %vA—%\/EvB =0
Vi starter med a legge sammen likningene, og far

2u 2-3.0m/s
u:%\/§vA+%vA:%(\/§+1)vA &V, = =

\/§+1_ \/§+1

~2.2m/s

Av den nederste likningen far vi na

Ve =Va =75 22mis~1.6m/s.

5.2.2. Fullstendig elastiske stgat.

Vi har allerede vist at vanligvis er ikke den kinetiske energien bevart ved en kollisjon. Men
det fins situasjoner der vi kan anta at den kinetiske energien er bevart. Da sier vi at vi har et
fullstendig elastisk stat.

Bevaring av kinetisk energi gir oss en ekstra likning. Dersom vi har et rettlinjet stat, d.v.s. et
stat der begge legemene hele tiden beveger seg langs samme rette linje, er denne ekstra
likningen sammen med bevaring av bevegelsesmengde tilstrekkelig til & finne sluttfarten til
begge legemene. Regningene kan imidlertid bli noksa kronglete. Heldigvis kan de forenkles
ved & benytte at:

Dersom vi har et fullstendig elastisk rettlinjet stat mellom to legemer, vil den relative farten
mellom legemene bevare sin starrelse, men vil skifte retning.

Hva er det egentlig som ligger i denne setningen? Se pa figuren nedenfor:
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u
For: : \ A, e Us
Vv Vv
Etter: @—A»

To legemer A og B Kolliderer. Far statet hadde A en fart u, , og B hadde fart ug. Sett fra A
sitt synspunkt kommer B mot A med en relativ fart u, —u, . Etter stgtet har A fatt en fart v,
mens B har fatt farten v; . Sett fra A sitt synspunkt beveger B seg na bort fra A med en relativ
fart v; —Vv, . Setningen i ramma ovenfor sier at etter kollisjonen beveger B seg bort fra A med
like stor fart som B hadde mot A far kollisjonen, og i motsatt retning. Med symboler:

Vg —Va =—(Ug —U,).
Jeg har flyttet beviset for denne pastanden til et tillegg, men jeg vil sterkt anbefale at du gar
gjennom beviset likevel.

Eksempel 5.2.4: Vi vender tilbake til de to sma vognene som glir mot hverandre pa en
horisontal, friksjonslgs luftputeskinne. Den ene vogna har masse m, =0.20kg og fart

u, =2.0m/s. Den andre vogna har masse m; =0.50kg og fart u; =—-1.50m/s, der

minustegnet angir at B beveger seg i negativ retning. De to vognene kolliderer, men en
elastisk fjeer sgrger for at vognene spretter fra hverandre i en fullstendig elastisk kollisjon.
Hvor stor fart far vognene etter kollisjonen?

Lasning: Lager figuren til venstre, der jeg velger positiv
retning slik at vogn A har fart i positiv retning for

i sammenstgtet. Siden det ikke er friksjon, og
A B vognenes tyngde oppveies av en motsatt like stor
kraft fra skinnen, er vognenes samlede bevegelses-
> mengde bevart under statet.
Bevaring av bevegelsesmengde gir na

MuU, +MgUy =MLV, + MV,
Setter inn kjente opplysninger, og far

0.20kg-2.0m/s+0.50kg - (~1.50m/s) =0.20kg- v, +0.50kg v,

—0.35m/s =0.20v, +0.50v,

Siden all bevegelse foregar langs en rett linje, kan vi benytte at relativfarten skifter fortegn:
Vg—Va=—(Ug—Uy) < Vg—V,=—(-150m/s—2.0m/s)=3.5mls.

Den siste likningen innebeerer at vognene gar fra hverandre med en fart pa 3.5m/s etter

kollisjonen. Dette stemmer med at vognene kom mot hverandre med en fart pa 3.5m/s far

kollisjonen.

Vi har na to likninger med to ukjente:
0.20v, +0.50v; =-0.35m/s.

Vg -V, =35mls < vy =35mls+v,.
Vi setter denne sammenhengen inn i den farste likningen:
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0.20v, +0.50(3.5m/s+v, ) =—0.35m/s

0.70v, =-0.35m/s-1.75m/s =-2.10m/s < v, = —2.10m/s _ -3.0m/s

0.70

Da blir
Vg =3.5m/s+v, =3.5m/s+(-3.0m/s)=0.5m/s.

Vi ser at den lette vogn A spretter tilbake med forholdsvis stor (negativ) fart, mens den tyngre
vogn B spretter tilbake med mye lavere fart. Dette virker rimelig.

Oppgaver: 5.2.3.

Nar to legemer kolliderer med hverandre slik som i eksemplet ovenfor, er det ikke vanlig at vi
kan anta at kollisjonen er fullstendig elastisk. Men vi har mange andre “’kollisjoner” som er
fullstendig elastiske. Nar to elektrisk ladde partikler frastgter hverandre, har vi et fullstendig
elastisk stat. Det samme er tilfelle nar to himmellegemer tiltrekker hverandre pa grunn av
gravitasjon. Selv om regningene da blir mer kompliserte enn ved et rettlinjet stet, kan de
prinsippene vi har gatt gjennom kan anvendes i mange forskjellige situasjoner utenom det vi
til daglig tenker pa som "kollisjoner”.

5.2.3. Bruk av bevaringslovene.

Vi har na sett pa to viktige bevaringslover: Bevaring av energi, og bevaring av bevegelses-
mengde. Men vi har ogsa sett at den mekaniske energien er ikke alltid bevart. Dessuten ma
visse betingelser ma vaere oppfylt for at bevegelsesmengden skal veere bevart. Det kan vere
nyttig a rekapitulere nar vi kan bruke hver av disse bevaringslovene.

e Dersom ingen andre ytre krefter enn tyngde og fjeerkraft utfgrer arbeid, er den
mekaniske energien bevart.

e Dersom vi kan beregne det arbeidet som andre ytre krefter utfgrer (for eksempel
friksjonsarbeid), kan vi ogsa sette opp en likning for mekanisk energi.

e Nar to eller flere legemer kolliderer, eller nar et legeme eksploderer i to eller flere
deler, er bevegelsesmengden bevart forutsatt at vi kan neglisjere kraftstat fra ytre
krefter under kollisjonen / eksplosjonen.

Vi skal illustrere disse prinsippene med eksemplene nedenfor, der vi gnsker & bestemme
farten til ei pistolkule idet den skytes ut.

Eksempel 5.2.5:

Vi monterer pistolen pa ei vogn som kan gli uten
friksjon pa en luftputebane. Vogn med pistol har
massen 5.00 kg, mens pistolkula har massen 8.0 gram.
Vi fyrer av pistolen uten a pavirke den med ytre
krefter. Da glir vogn med pistol 1.00 m bakover med
konstant fart pa 0.80 sekunder. Hvor stor fart hadde
pistolkula?
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Lgsning: Idet skuddet gar av, kan vi se bort fra kraftstet fra ytre krefter. Da er bevegelses-
mengden bevart. Vi vet massen til vogn med pistol er m, = 5.00kg , og massen til kula er
m, = 0.008kg . Farten til vogn med pistol er v, , og farten til kula er v, . Da blir

myv, + myv, =0
fordi hele systemet var i ro far skuddet gikk av, slik at bevegelsesmengden da var lik null.

Siden vogn med pistol glir bakover, blir
~ -1.00m

= =-1.2 .
v, 0.805 5m/s
Na kan vi finne kulas fart:
mVv, +myv, =0 < v, = —m—zvv = _560008k|?g -(-1.25m/s) = 780m/s.

Eksempel 5.2.6:
Vi har fremdeles pistolen montert pa vogna slik som i eksemplet foran, men lar na vogna gli
pa ei horisontal bordplate der friksjonstallet mellom vogn og bordplate er z = 0.20. Vi fyrer

av pistolen, og ser at vogn med pistol glir uten a dreie seg 0.40 m bakover far den stopper.
Bruk dette eksperimentet til & bestemme kulas fart idet den forlater munningen.

Lgsning: Pa samme mate som i eksemplet foran er bevegelsesmengden bevart idet skuddet
gar av. Men vi ma benytte energi for a finne farten v, som vogn med pistol far bakover. Nar
vogna stopper, er all den kinetiske energien som vogna fikk idet skuddet gikk av gatt med til &
utfare friksjonsarbeid, som er gitt ved

W =F;-s=uN,-s=u(mg)-s.
Vi far da at

W, =imv? < wumgs=3imy,’

V, = /2195 =/2-0.20 - (9.81m/s? ) - (0.40m) =1.25m/s

Siden vogna beveger seg i negativ retning, ma vi korrigere fortegnet til v, . Deretter finner vi
farten til kula pa samme mate som i eksemplet foran.

Eksempel 5.2.7:

| vart siste eksperiment skyter vi pistolkula inn i ei
pendelkule som har massen m, = 2.000kg .

Pistolkula blir sittende fast i pendelkula, som svinger

J ut inntil den er kommet en hgyde h = 0.500m over
h start-nivéet. Bruk dette til & finne farten u, til pistol-
7 kula idet den slo inn i pendelkula.

Lgsning: Nar pistolkula slar inn i pendelkula er bevegelsesmengden bevart fordi det ikke er
noe kraftstgt fra ytre krefter. Den mekaniske energien er ikke bevart under dette stotet.
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Derimot er den mekaniske energien bevart mens pendelkula (med pistolkula i) svinger ut. Vi
benytter denne energibevaringen til & finne farten v, til pendelkula like etter at pistolkula

traff. Deretter kan vi bruke bevaringen av bevegelsesmengde til & finne farten til pistolkula far
treffet.

Energibevaring under utsvinget:
IMpaVenl =M gh < v, =+/2gh =/2-(9.81m/s? )(0.500m ) = 3.13m/s .
Bevaring av bevegelsesmengde idet pistolkula treffer pendelkula som henger i ro:

M. 2.008kg
= . 1 :7 .
o Vo 0.008kg 3.13m/s = 786m/s

mu, +0=m, ,v,, < U =

Du finner oppgaver under blandede oppgaver.

5.3. Massesenter.

5.3.1. Definisjon.

Hittil har vi begrenset oss til & se pa kollisjoner mellom to legemer. Vi har faktisk begrenset
oss til & se pa partikler, som er legemer med masse men uten utstrekning. Na skal vi se pa
legemer og systemer som bestar av mange enkeltpartikler. Da trenger vi et svert viktig
begrep: massesenter. Det defineres slik:

Vi har et system som bestar av n partikler, der partikkel i har masse m. og posisjon r;,
i=1, 2, ---, n. Systemets massesenter har da posisjon

1 1 < 1
= (Mr+myr,+ - +mr ) =———>"mr =-—> mr,
m +m, +--+m m = M

rCM

| den siste skrivematen har vi forenklet skrivematen for summetegnet, og har ogsa benyttet at

n
systemets samlede masse er M = Zmi :
i=1

Eksempel 5.3.1: Finn posisjonen til massesenteret til de tre partiklene A, B og C nar:
A har masse m, = 2kg og befinner seg i posisjon (2,3).
B har masse m; = 5kg og befinner seg i posisjon (1,-2).
C har masse m. = 3kg og befinner seg i posisjon (-3,-2).

Lasning: Situasjonen er illustrert nedenfor. Posisjonen til massesenteret blir
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A 1

3+ A I’CM = m(mArA + mBrB 2 mcrc)

2

r 1 2 1 -3

T =————1 2kg- 5kg - 3kg -
2 (2+5+3)kg[ . [3} 2 {—2} : [—2
32 i 2 8 1 2-2+5:1+3:(=3) | 1[ 0] [O
L 710/ 2.3+5-(-2)+3-(=2)| 10| -10] |-1

34 Massesenterets posisjon blir derfor (0,—1).

Massesenteret (CM) er tegnet inn som en ring pa figuren.

Praktisk beregning av massesenter for starre legemer farer gjerne til at summetegnene ma
erstattes av integraltegn. Da far vi at
1
Fem = Vj rdm
der dm er massen til et lite masse-element i posisjonen r, og
M = j dm
er legemets samlede masse, og vi ma integrere over hele legemet. Dette krever matematikk-

kunnskaper som jeg ikke forventer at dere har. Men jeg skal nevne et par enkle regler for
hvordan vi kan finne massesenteret for noen homogene legemer:

e Dersom legemet har en symmetriakse eller et symmetriplan, vil massesenteret ligge et
sted pa symmetriaksen eller symmetriplanet. Dette innebarer for eksempel at ei kule
har massesenter i kulas sentrum, og at en jamntykk stav har massesenter midt pa
staven.

e Dersom legemet kan deles opp i mindre deler med kjente masser og kjente masse-
sentre, kan legemets massesenter beregnes ut fra formelen

1
Fem = ﬁzmiri

der m, og r; er masse og massesenter til del nr. i. Denne regelen er utledet i kap. 5.4.2.

Eksempel 5.3.2: En tynn, homogen stav har lengde L =0.80m og masse m, =4.0kg. Ei

homogen kule med masse m, =1.0kg er festet med sitt sentrum i stavens ene ende. Stav
pluss kule oppfattes som ett legeme. Hvor er massesenteret til dette legemet?

Lasning: Vi lager en figur, der vi plasserer staven langs en x-akse med kula i origo:

A, 5 .5 Kulahar sitt massesenter i origo, mens staven har sitt
\[b sL L X massesenteri x, =1L.Legemets massesenter er da i
4.0kg-(1-0.80m
Xy = L (m,-1L+m,-0)= 9-(3 ):0.32m.
m, +m, 4.0kg+1.0kg —_—

Oppgaver: 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3.
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5.3.2. Egenskaper ved massesenteret.
Dersom de partiklene som inngar i vart system beveger seg, ma ogsa massesenteret bevege
seg. Vi tar utgangspunkt i definisjonen av massesenter:

1
Fem = VZ mr; ,
og deriverer denne likningen med hensyn pa tiden t. Siden alle massene er konstante, far vi:

g _d(1g ) lsodn 1
dt _dt(M zmir‘j_ =" dt M 2mv:-

. o dr, : : _ :
Vi oppfatter na % som hastigheten v,, til massesenteret. Likningen over blir da

Vew =$Zmivi & My, =Zmivi .

Men Zmivi er jo den samlede bevegelsesmengden til alle partiklene i systemet. Dermed har
vi et viktig resultat:

Den samlede bevegelsesmengden til et system er lik systemets masse multiplisert med
massesenterets hastighet.

Dette resultatet er mye viktigere enn vi skulle tro ved farste gyekast. Det er egentlig dette
resultatet som rettferdiggjer at vi kan snakke om “bevegelsesmengden til et legeme”, der
legemet bestar av en mengde enkeltpartikler. Vi erstatter da legemet med en partikkel som har
samme masse som legemet, og som befinner seg i legemets massesenter. Nar vi snakker om
”legemets hastighet”, mener vi egentlig ”hastigheten til legemets massesenter”.

Men vi ngyer oss ikke med dette. Vi deriverer uttrykket

1
Vem = MZ m;v;
med hensyn pa tiden t, og far

dvey d 1 1 dv,
— M= > mvV, |=— > m—.
dt dt(l\/lZ ' j |\/|Z ' dt
dv, . . : : - . dven
Men ot er jo akselerasjonen a, til partikkel nr. i. Viidere er det naturlig a oppfatte it
som akselerasjonen a,, til massesenteret. Da blir likningen ovenfor

1
gy = MZmiai .

La oss feste oppmerksomheten pa partikkel nr. i. Denne partikkelen pavirkes av krefter. Disse
kreftene deles inn i to grupper: ytre krefter som har motkraft utenfor systemet og indre krefter
som skyldes pavirkning fra andre partikler i systemet. Vi kan sette
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I:i = Fi,ytre + I:i,indre
der F, . 09 F ;4. €r vektorsummen av henholdsvis ytre og indre krefter som virker pa
partikkel nr. i. Men ifglge Newtons 2. lov er
F=ma, < F .+Fmw=ma.

Da blir

1 1 1 L
Acy :Mzmiai :MZ(Fi,ytre + Fi,indre) :MZFi,ytre +M2Fi~i“dfe '

Men siden de indre kreftene har sin motkraft i andre partikler i legemet, ma alle de indre
kreftene opptre i par som er like store og motsatt rettet ifglge Newtons 3. lov. Da blir

z l:i,indre = O '

Dermed har vi at

1
Acm :VZFi,ytre = zFi,ytre =M YK

Ogsa dette er et uhyre viktig resultat. Det sier jo at vi kan betrakte et system av partikler som
om det var en partikkel med masse M som pavirkes av ytre krefter ZFi,We . Vi kan da bruke
Newtons 2. lov til & finne akselerasjonen til massesenteret til dette systemet som om det var
en partikkel med masse M. Massesenterets bane er helt upavirket av hva som skjer med de

enkelte partiklene som systemet bestar av.

Dersom ZFi'ytre =0, er ogsa a.,, =0. Da er massesenterets hastighet v, konstant. Men vi

har tidligere vist at

Mvgy, =D my;.
Nar v, er konstant, og M er konstant, ma ogsa Zmivi veere konstant. Dermed har vi vist
at:

Dersom vektorsummen av de ytre kreftene som virker pa et system av partikler er lik
null, er systemets samlede bevegelsesmengde bevart.

Dette er en generalisering av den setningen om bevaring av bevegelsesmengde som vi har fra
faor.

Dette kan vi illustrere med a ga tilbake til de to bilene som kolliderte i eksempel 5.2.2:

Eksempel 5.3.3: Bil A har masse m, =1100kg, og kjarer gstover. Bil B har masse
mg =1400kg , og kjarer nordover. Umiddelbart far kollisjonen har A fart med starrelse

u, =12mfs, mens B har fart med starrelse u; =15m/s. Betrakt de to bilene som to deler av

ett sammensatt legeme. Vis at farten til massesenteret til dette legemet ikke endres under
kollisjonen.
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Lasning: I eksempel 5.2.2 fant vi at massesenterets hastighet etter
y kollisjonen var
— BV v, = |:5-28:|m/s
™ 18.40
T“E Far kollisjonen er massesenterets hastighet

1 1
| VCM =H2mivi :m(mAHA +mBuB)

Vi setter inn de gitte opplysningene, og far

~ 1 [12 fo
Ve, —(1100+1400)kg[1100kg [O]m/s+1400kg |:15:|m/sJ

1 13200 0 5.28
m—— + m/s = m/s
2500 0 21000 8.40

Vi ser at massesenterets hastighet er den samme far og etter kollisjonen. Dette illustrerer at
massesenteret fortsetter helt upavirket av kollisjonen.

Hvis du kaster en gjenstand, er det gjenstandens massesenter som fglger en kastebane. Dette
gjelder selv om deler av gjenstanden faller av i lufta. Som et ekstremt eksempel kan vi se pa
en rakett som skytes ut i en prosjektilbane og eksploderer i lufta. Dersom vi kan se bort fra
luftmotstand, vil massesenteret til rakettbitene falge samme prosjektilbane etter eksplosjonen
som far selv om bitene fyker til alle kanter etter eksplosjonen.

Dersom massesenteret til et system er i ro, og vektorsummen av de ytre kreftene som virker
pa et systemet er lik null, ma massesenteret fortsatt ligge i ro. Det skal vi benytte i eksemplet
nedenfor.

Eksempel 5.3.4: Ei vogn med masse m, =120kg star pa et horisontalt underlag, inn mot en
lasterampe. En person med masse m, = 80kg star pa vogna 5.00 m fra kanten av rampen.

Personen begynner a ga mot rampen. Da beveger vogna seg fra rampen. Hvor langt fra
rampen er personen nar han er kommet til enden av vogna? Se figuren nedenfor. Ga ut fra at
det ikke er friksjon.

Lasning: Betrakter vogn pluss person som ett system. Siden det
ikke er friksjon, og vogna star pa et horisontalt underlag,
@ er vektorsummen av de kreftene som virker pa systemet
) lik null. Da flytter heller ikke systemets massesenter seg.
®) | Legger inn en x-akse langs vogna, med origo i kanten av
lasterampen. | starten er personens massesenter i posisjon

|

| L=5.00m , 0g vognas massesenter i posisjon x . Da er

' systemets massesenter i posisjon

X cus | m,-L+m, -x,
@) O PO ol

cMe

m,+m,
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Etter at personen har flyttet seg, og star en strekning x fra origo, vil vognas massesenter sta en
strekning x,, + x fra origo. Da er systemets massesenter gitt ved

m, - X+m, -(X, +X)
Xem = -
m, +m,

Men massesenteret har ikke flyttet seg. Derfor ma disse to uttrykkene veere like. Da blir
m-L+m,-Xo M -X+m, -(Xg+X)

m, +m, m, +m,
m,-L+m,-X,=m, - X+m, -Xg+MmX
m, - L .

. _ 80kg-5.00m _200m
m +m, (80+120)kg ——

m-L=(m+m)x < x=

5.3.3. Energiberegninger.

Nar vi skal beregne energien til et legeme eller et system som er satt sammen av flere deler,
bar vi egentlig beregne energien til hver del for seg og deretter summere bidragene. Heldigvis
kan vi forenkle dette arbeidet ved & benytte massesenter.

Vi skal farst se pa den potensielle energien i tyngdefeltet til et sammensatt legeme der de
enkelte delene har masser m;, m,, ..., m_og befinner seg i hayder h, h,, ..., h, over et
nullniva for potensiell energi. Den samlede potensielle energien for hele systemet er da

Wpot =zmighi =0 'zmihi :
Men massesenterets hgyde over nullnivaet er gitt ved
hew :ﬁZmihi < Y mh=M-hy,.
Dermed blir

Wpot :g'zmihi :gM 'hCM'

Med andre ord: Den potensielle energien til et sammensatt system er lik den potensielle
energien til en partikkel med masse M i systemets massesenter.

Sa skal vi se pa den kinetiske energien til et legeme som er satt sammen av n deler med
masser m,, m,, ..., m_og hastigheter v,, v,, ..., v, i forhold til et inertialsystem. Na skal vi

la hver av disse hastighetene veere vektorsummen av massesenterets hastighet v.,, ogen
hastighet v, ' i forhold til massesenteret:

Vi=VeutV;'.
| tillegget nedenfor viser vi at den samlede kinetiske energien blir

Wiin :%M 'VCM2 +Z%mi (Vi ')2 0
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Med andre ord: Den kinetiske energien til et sammensatt legeme er summen av masse-
senterets kinetiske energi nar vi antar at all masse er samlet i massesenteret, og en kinetisk
energi som skyldes partiklenes bevegelse rundt massesenteret.

Vi far god bruk for begge disse setningene nar vi kommer til rotasjon. Hvis vi for eksempel
ser pa et hjul som ruller, blir hjulets kinetiske energi summen av den kinetiske energien som
skyldes at hjulets massesenter har en fart og kinetisk energi pa grunn av hjulets rotasjon rundt
massesenteret. Men far vi gar lgs pa slike problem, ma vi ta rotasjon fra grunnen av.

*5.4. Tillegg.

5.4.1. Fullstendig elastisk, rettlinjet stat.

Vi skal nd vise at ved et fullstendig elastisk, rettlinjet stat mellom to partikler vil den relative
hastigheten endre retning. Vi benytter da at bade bevegelsesmengde og kinetisk energi er
bevart. Bevaring av bevegelsesmengde gir

MaUs FMglg =MV, +MVy < My (Uy =V )=—My(Us—Vg). (1)
Bevaring av kinetisk energi gir

%mAuAZ +%mBuBZ :%mAVAZ +%mBVBZ < My (UA2 _VAZ) =—Mg (u52 _VBZ)'
Ved a bruke 3. kvadratsetning kan den siste likningen omformes til

My (Up =Va )(Up +V,a ) =—Mg (Ug = Vg )(Ug +V5). )
Sa deler vi (2) pa (1), og far:

N Uy +V, M(UB +Vg)

My (o) —M (u5=Ve)

Etter & ha utfgrt de angitte forkortingene, far vi
Uy +Vp =Ug+Vy & V=V =—(Ug—U,).
Og det er jo nettopp den sammenhengen vi skulle fram til.

5.4.2. Massesenteret til et sammensatt legeme.
Den generelle definisjonen av massesenter er

1
Fem :ﬁ'zmiri

der vi summerer over hele legemet. Men vi kan tenke oss at disse partiklene grupperes i n del-
legemer. Da kan vi farst summere over de partiklene som utgjar del-legeme 1, deretter over
de partiklene som utgjer del-legeme 2, osv. til de partiklene som utgjar del-legeme n. Da blir

P zl:mi +'?'+Zmi (Zl“miri +...+Zn:mirij

der indeksene under summetegnene angir hvilket del-legeme vi summerer over. Men masse-
senteret til et vilkérlig del-legeme nr. k er jo gitt ved

Femp = Z Zmr g Zmr—Zm Femx = Milem

k
der m, = Zmi er massen til del-legeme nr. k. Dermed har vi at
k
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L 1
Fem = zmi +“.+zmi (Zl:miri +.“+Zn:miri]_m(mlrc'\"-l-i_“"i_mnrcmn)'
1 n

Dette er nettopp den formelen vi benyttet i kap. 5.3.1, men med litt andre symboler.

5.4.3. Kinetisk energi til et sammensatt legeme.
Vi skal se pa den kinetiske energien til et legeme som er satt sammen av n deler med masser
m,, m,, ..., m, og hastigheter v, v,, ..., v, iforhold til et inertialsystem. Hver av disse

hastighetene er vektorsummen av massesenterets hastighet v, og en hastighet v;" i forhold
til massesenteret:

V=V, tV,; .
Den samlede kinetiske energien blir da
Wkin = Z‘,%mi\/i2 :%zmivi Vi :%zmi (VCM +V; l)'(VCM +V; I)
:%(ZmiVCM Ve +2) MV -V '+ D My, -, ')

1 1 2
:%(Zmi)'VCMZ T Vem 'Zmivi +Z%mi (Vi )
Vi vet at massesenterets hastighet i forhold til origo er gitt ved
1
Vey = VZ mv, .

: , , : : . 1
Men siden v, ' er en partikkels hastighet i forhold til massesenteret, ma MZ myv, " veere

massesenterets hastighet i forhold til massesenteret — og denne hastigheten ma selvsagt vaere
lik null. Dermed blir z m,v;'=0. Da reduseres uttrykket for W, til:

Wiin :%M 'VCM2 +Z%mi (Vi ')2 ‘

5.5. Sammendrag.

Symbol: Norsk betegnelse: Engelsk betegnelse:
p bevegelsesmengde momentum

J kraftstat, impuls impulse

Fen massesenter Center of Mass

Bevegelsesmengde p =mv der m er massen til et legeme mens v er legemets hastighet.

Kraftstgtet J = .[:2 F(t)dt som reduseres til J =F -t nar en konstant kraft F virker i en tid t.

Impulsloven: J=p, —p;,.

Bevaring av bevegelsesmengde: Dersom summen av de ytre kreftene er lik null, er
bevegelsesmengden bevart.
Ved et fullstendig elastisk, rettlinjet stat mellom to legemer vil den relative farten mellom
legemene bevare sin starrelse, men vil skifte retning.
1 1
Massesenter: r,,, = mr, +myr, +---+mr )=-—)» mr,.
CM ml+m2+“.+m(1l 2°2 nn) MZ it

n
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Her er m, massen til partikkel eller del-legeme i, mens r; er posisjonen til partikkel i eller
posisjonen til massesenteret til del-legeme 1.

. 1
Massesenterets hastighet v, =M2mivi :

Massesenterets akselerasjon ag,, er gittved > F, . =M -aq,.

Nar massesenteret til et legeme med masse M er en hgyde h,,, over nullnivaet, har legemet en
potensiell energi i tyngdefeltet W, = Mgh,,, .

Den kinetiske energien til et legeme kan uttrykkes som W,,, =+ M -v,,, +Z%mi (v, ')2 der

Vo €r massesenterets fart mens Z%mi (v, ')2 er kinetisk energi som falge av partikkel-
bevegelser i forhold til massesenteret.

5.6. Oppgaver med lgsninger.
5.6.1. Smaoppgaver i teksten.

Oppgave 5.1.1:
En fotball med massen m = 425kg som ligger i ro gis et spark, slik at den far fart v = 20m/s.

Finn den gjennomsnittlige kraften i sparket nar vi antar at fotballen var i kontakt med foten i
0.01s.

Oppgave 5.2.1:
To partikler A og B kan bevege seg pa samme rette linje. Partikkel A har masse m og fart u,.

Den kolliderer i et rettlinjet stet med partikkel B som har masse 2m og ligger i ro.
a) Finn partiklenes fart etter statet uttrykt ved u,.

b) Hvor stor del av den opprinnelige kinetiske energien er igjen som Kinetisk energi etter
statet?

Oppgave 5.2.2:
De to partiklene i oppgave 5.2.1 kolliderer pa nytt, men na er det en 90°vinkel mellom

hastighetene for statet. N& har A farten u, mens B har farten 2u,. Statet er fullstendig
uelastisk, slik at de to legemene fortsetter som ett legeme med hastighet v. Finn starrelsen og

retningen til v, og finn ogsa hvor stor del av den opprinnelige kinetiske energien som er igjen
som kinetisk energi etter statet.

Oppgave 5.2.3:
De to partiklene i oppgave 5.2.1 kolliderer pa nytt i et rettlinjet stet. Som fer har A farten u,

mens B ligger i ro. Men na er stgtet fullstendig uelastisk. Hvor stor fart far hvert av legemene
etter statet?

Oppgave 5.3.1:
Et legeme bestar av tre partikler A, B og C, der:
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Partikkel A har masse m, = 2.5kg og ligger i punktet (-2,1).
Partikkel B har masse m; = 4.0kg og ligger i punktet (2,3).
Plasser partikkel C som har masse m. = 3.0kg slik at legemets massesenter kommer i origo.

Oppgave 5.3.2:

Et legeme har form som en T. Begge armene er laget av samme homogene
M materiale, og har lengde | og masse m. Punktet M ligger midt pa AB. Hvor

c ligger legemets massesenter?
Oppgave 5.3.3:

B Et legeme har form som en vinkel. Begge "armene" er homogene
slik at de har sitt massesenter midt pa. Armen OA har lengde L
0g massen m, =<m, mens armen OB har lengden ;L og

0 massen Mg =<m. Hvor er legemets massesenter?

A

5.6.2. Blandede oppgaver.

Oppgave 5.1:
00 En ball med masse 10 gram kastes inn mot en vegg med fart
60° e v, =10m/s under en vinkel pd 60° med veggen, og spretter ut
v s med fart v, =9 m/s under en vinkel pd 60° med veggen slik
.. figuren viser. Finn den gjennomsnittlige kraften som virker fra
Vi [ veggen mot ballen ndr vi antar at ballen er i kontakt med veggen
60 I i 0.04 sekunder.
Oppgave 5.2:

o) B |

To jernbanevogner befinner seg pa en horisontal, rett skinnegang. Vogn A har masse
m, =3m, og har fart u mot vogn B som har masse m, =2m og som stér i ro. En buffer (som

fungerer som ei elastisk fjeer) er festet til en av vognene, og sgrger for at vognene stater

sammen i et fullstendig elastisk stat. Se bort fra friksjon.

a) Hvor stor fart har hver av vognene etter stgtet? Svaret skal uttrykkes ved u.

b) Hvor stor del av den opprinnelige kinetiske energien er blitt overfert til potensiell energi i
bufferen i det gyeblikket da begge vognene har samme fart?
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Oppgave 5.3:
v, ——
v, =0
A W B I NEIAAV B

To sma vogner A og B med masser m, =m og m; =2m kan gli uten friksjon pa en
horisontal skinnegang. I starten er de festet sammen med ei masselgs, sammenpresset fjer, og
beveger seg med fart v, med B forrest slik figuren ovenfor til venstre viser. Plutselig utlgses
fjeera. Da stanser A. Hvor stor potensiell energi var lagret i fjeera? Svaret skal uttrykkes ved m
0g V.

Oppgave 5.4:
Ei katt med masse m, =5.00kg sitter pa ei huske

som har masse m, =1.50kg . Se bort fra massen til

tauene som holder huska oppe. Plutselig dukker en
hund opp, og katta hopper ned fra huska for a
gjemme seg. Idet katta hopper av, svinger huska
bakover.

Ga ut fra at katta hopper ut horisontalt, og at bade
S %a katta og huska er partikler. Se bort fra alle former for
‘\? friksjon.

a) Finn farten til katta idet den forlater huska nar du vet at hgyden h =0.545m , og at den
horisontale strekningen s =0.62m.
b) Bruk resultatet ovenfor til & finne hvor hgyt over sitt laveste punkt huska kan komme.

Oppgave 5.5:

-8

Ei kule (som vi skal betrakte som en partikkel) har masse m. Den glir med fart v, pa ei
horisontal bordplate, fer den fortsetter oppover en rampe som har massen 2m. Rampen sto
opprinnelig i ro, men settes da i bevegelse i samme retning som kula hadde opprinnelig. Det
er ingen friksjon, verken mellom kule og bordplate, mellom rampe og bordplate, eller mellom
kule og rampe.

a) Forklar at bevegelsesmengden i horisontal retning er bevart.

b) Vis at nar kula er i sitt hgyeste punkt pa rampen, har rampen og kula farten v = 1v,. Finn

(uttrykt ved v, og g) hvor hgyt over bordplata kula da er kommet.
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c) Etter at kula har glidd ned rampen igjen, har rampen fatt farten v, mens kula har farten
Vi . Finn v; 0og v, uttrykt ved v,.

5.6.3. Lgsninger pa smaoppgaver.

Oppgave 5.1.1:
Siden fotballen 13 i ro far sparket, er

mv  (0.425kg)-(20m/s)
F-At=mv- F=—= — 850N .
t=mv-0 = F=74 0.01s 850N

Oppgave 5.2.1:
a) Vi vet at bevegelsesmengden er bevart. For et rettlinjet stat blir

MaUs +Mglg =MV, + MV < MeUy=M-V, +(2M)V, < Uy =V, +2V;.
| et fullstendig uelastisk stat henger partiklene sammen etter stgtet: v, =v, =V.
_ — _ _ _1
Uy =V+2V, =3V < V=V, =Vg=zU,.

b) Kinetisk energi for stotet var
W, =im-u,’.

Kinetisk energi etter statet er

W, =1(m, +mg)-v? :%(m+2m)-(§uo)2 =im-lu?=Lim-u;’.

Daer
1 2
%: imuoz =3 © W,=3W,
Oppgave 5.2.2:

Bevaring av bevegelsesmengde gir

m-[%"}zm-ujz(mzm)v

u, +0 U,
m =3mv & V=
0+4u, U,

| I |

w|s w|-

Starrelsen til v blir
v:\/@uo)2 +(§u0)2 =117 -u,.

Hastighetesvektoren v danner en vinkel 8 med bevegelsesretningen til A:
4

su
tanf=2"—= < 0=76.
3o T

Kinetisk energi far statet:
W, = 2mu,? +3(2m)(2u, )’ = 2mu,? + 4mu,? = 2mu,? .

Kinetisk energi etter statet:
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W, = 1(m+2m)v’ :%-Sm-(éx/l_Tuo)z =2 mu,’.

2

Da blir
W, Ymu,’
szgmuoz =7 o W,=3W,
1 2 0
Oppgave 5.2.3:

Problemet lgses enklest ved a benytte at relativfarten mellom partiklene skifter fortegn uten a
endre starrelse ved et slikt stgt. Da har vi at

Vg —Va =—(0—Uy) =Vg =V, +U,.
Kombineres dette med bevaring av bevegelsesmengde far vi
Upg =Va +2Vg =V, +2(Vy +Up) =3V, +2Uu, <& 3V, =—U, < V, =—1u.

Vi ser at A spretter tilbake ved et slikt stet.
Vg =V, +Uy =—3Us +Uy =2u, .
Oppgave 5.3.1:
Plasserer punktet C i (x,y). Da er massesenterets posisjon er gitt ved

1
Fey = ———————(MyFy + Mgl + M
Y mA+mB+mC( AlA sls cfe)

1 -2 2 X
= (2.5+4.0+3.0)kg(2'5kg{ 1 }+4.0kg-[3}+2.0kg [VD

1 -5+ 8+ 2x K 1| 3+2x 0
_9.5kg[2.5+12+2y} g_9.5{14.5+2y}_{0}
Dette gir at
3+2x=0 < x=-15.

145+2y=0 < y=-7.25.

Oppgave 5.3.2:
Legger inn en x-akse og en y-akse som vist pa figuren. Siden AB har

massesenter i origo, mens MC har massesenter 21 fra origo, blir

M - legemets massesenter gitt ved
1 0 21 1 21 7l
Moy = m-| |[+m- =—-m- = :
m-+m 0 0 2m 0 0
Oppgave 5.3.3:
stV Legger x- og y-akse som vist pa figuren. Siden begge "armene"
har massesenter midt pa, har vinkelen massesenter i
r __r Zm-. 2L +im 0
ol X M7 zm e im| 3 0] * [iL

I A 1] smL+0 |
O+imL |

|

:|»—‘ Wl

m
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Av figuren ser du at massesenteret ligger utenfor legemet, pa forbindelseslinjen mellom
massesentrene til de to "armene".

5.6.4. Svar pa blandede oppgaver.
Oppgave 5.1:
— -4.11N
F= .
{—0.125 N}
Oppgave 5.2:
Va :%u’ Ve :%u ; Wogtter :%Wo-

Oppgave 5.3:
W =2my,” .

Oppgave 5.4:
Vo, =1.86m/s, h=1.96m.

Oppgave 5.5:
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